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Предисловие

Я пишу более длинную [книгу], чем обычно, потому что для написания 
короткой мне не хватает времени.

– Блез Паскаль, перефразировано

Эта книга является продолжением [Mur22], но различные вопросы машинного 
обучения (МО) излагаются в ней более глубоко. Предыдущая книга была в ос-
новном посвящена методам обучения функций вида f : 𝒳  → 𝒴, где f – некоторая 
нелинейная модель, например глубокая нейронная сеть, 𝒳 – множество воз-
можных входов (как правило, 𝒳  = ℝD), а 𝒴 = {1, …, C} представляет множество 
меток для задач классификации или 𝒴 = ℝ для задач регрессии. Джуда Перл, 
хорошо известный исследователь ИИ, назвал такой вид МО «помпезной ап-
проксимацией кривых» (цитируется по работе [Har18]).

В этой книге мы расширим область МО на более трудные задачи. Например, 
мы рассмотрим обучение и тестирование при различных распределениях, по-
рождение многомерных выходов, таких как изображения, текст и графы, когда 
пространством выходов является, например, 𝒴 = ℝ256×256; мы обсудим обнару-
жение «внутренней сущности» данных на основе моделей латентных пере-
менных, а также применение вероятностных моделей к каузальному выводу 
и принятие решений в условиях неопределенности.

Мы предполагаем, что читатель в какой-то мере знаком с МО и другими от-
носящимися к делу математическими дисциплинами (например, теорией ве-
роятностей, статистикой, линейной алгеброй, оптимизацией). Этот вводный 
материал можно найти в  предшествующей книге [Mur22], равно как и  еще 
в нескольких хороших книгах (например, [Lin+21b; DFO20]).

Написанный на Python код (в основном с применением JAX) для построе-
ния почти всех рисунков можно найти в  Сети. В  частности, если в  подрису-
ночной подписи сказано «Построено программой gauss_plot_2d.ipynb», то 
следует искать соответствующий Jupyter-блокнот по адресу probml.github.io/
notebooks#gauss_plot_2d.ipynb. Щелчок по ссылке на рисунок в pdf-версии книги 
откроет список таких блокнотов. Щелчок по ссылке на блокнот откроет рису-
нок в программе Google Colab, которая позволит легко воспроизвести рисунок 
самостоятельно и модифицировать исходный код, чтобы лучше понять мето-
ды. (Colab дает доступ к бесплатному GPU, что может быть полезно для неко-
торых вычислительно трудоемких демонстраций.)

Помимо кода, сайт probml.github.io/supp содержит дополнительные материа-
лы, не включенные в книгу из-за недостатка места. Упражнения (с решения-
ми) по темам, рассматриваемым в этой книге, см. в работе [Gut22].

http://probml.github.io/notebooks#gauss_plot_2d.ipynb
http://probml.github.io/notebooks#gauss_plot_2d.ipynb
http://probml.github.io/supp


Глава 1

Введение

Интеллект – это не способность к распознаванию образов и аппроксима-
ции функций. Это способность к моделированию мира.

– Джош Тененбаум, NeurIPS 2021

Значительная часть современного машинного обучения посвящена задаче 
отображения входов на выходы (т. е. аппроксимации функций вида f: 𝒳  → 𝒴), 
при решении которой часто используется «глубокое обучение» (см., напри-
мер, [LBH15; Sch14; Sej20; BLH21]). Джуда Перл, хорошо известный исследова-
тель ИИ, назвал это «помпезной аппроксимацией кривых» (цитируется по ра-
боте [Har18]). Это не совсем справедливо, т. к. в случае, когда 𝒳  и (или) 𝒴 – про-
странства высокой размерности, например изображения, предложения языка, 
графы или последовательности решений либо действий, термин «аппрокси-
мация кривой» лишь сбивает с толку, потому что интуитивные представления, 
работающие для одномерной прямой, зачастую не переносятся на многомер-
ные пространства (см., например, [BPL21a]). Тем не менее цитированное вы-
сказывание намекает на то, чего, как многие полагают, не хватает нынешним 
попыткам «разрешить ИИ» с  применением методов машинного обучения, 
а именно что все они уделяют чрезмерно много внимания предсказанию на-
блюдаемых паттернов, но недостаточно – «пониманию» истинной структуры, 
скрытой за этими паттернами.

Достижение «глубокого понимания» структуры, стоящей за наблюдаемыми 
данными, необходимо для прогресса науки вообще, равно как и для некоторых 
приложений, скажем, в здравоохранении (см., например, [DD22]), где выявле-
ние истинных причин или механизмов различных заболеваний – ключ к разра-
ботке лекарств. Кроме того, такое «глубокое понимание» необходимо для раз-
работки робастных и  эффективных систем. Под «робастными» мы понимаем 
методы, которые хорошо работают даже при наличии неожиданных изменений 
в распределении данных, к которым применяется система. Это важно во мно-
гих областях, в т. ч. в робототехнике (см., например, [Roy+21]). Под «эффектив-
ными» мы обычно понимаем статистически эффективные методы, способные 
быстро обучаться на небольших объемах данных (см. [Lu+21b]). Это важно, по-
тому что в некоторых областях, например в здравоохранении и робототехнике, 
объем доступных данных ограничен, тогда как в других, например в лингвисти-
ке и машинном зрении, в них нет недостатка, т. к. их можно в любом количестве 
почерпнуть из интернета. Нас также интересуют вычислительно эффективные 
методы, хотя этот вопрос вторичен, поскольку вычислительные мощности про-



должают расти. (Мы отмечаем еще, что эта тенденция оказала решающее влия-
ние на многие недавние достижения в области ИИ, см. [Sut19].)

Для разработки робастных и эффективных систем в этой книге предлага-
ется подход на основе моделей, при котором мы пытаемся найти экономные 
представления истинного «процесса, порождающего данные» (DGP) по вы-
боркам из одного или нескольких наборов данных (см. [Lak+17; Win+19; Sch20; 
Ben+21a; Cun22; MTS22]). На самом деле это напоминает научный метод, когда 
мы пытаемся объяснить наблюдения (точнее, их характерные черты), разра-
батывая теории или модели. Один из способов формализовать этот процесс 
дает применение байесовского вывода к вероятностным моделям, описан-
ное в работах [Jay03; Box80; GS13]. Подробно алгоритмы вывода будут обсуж-
даться в части II книги1. Но прежде, в части I, мы изложим подготовительные 
сведения, которые понадобятся в дальнейшем. (Читатели, уже знакомые с ос-
новами, могут пропустить эту часть.)

Располагая набором методов вывода (некоторые из них совсем простые, на-
пример вычисление оценки максимального правдоподобия каким-нибудь ме-
тодом оптимизации, скажем стохастического градиентного спуска), мы можем 
обратиться к обсуждению различных видов моделей. Выбор модели зависит от 
задачи, объема имеющихся данных и метрик успеха. Мы дадим общий обзор 
четырех основных видов моделей: предсказания (например, классификация 
и регрессия), порождения (например, изображений или текста), обнаружения 
(«осмысленной структуры» в данных) и управления (принятия оптимальных 
решений). Детали будут приведены ниже.

В части III обсуждаются модели предсказания. Они представляют собой ус-
ловные распределения вида p(y|x), где x ∊ 𝒳 – некоторый вход (часто высокой 
размерности), а y ∊ 𝒴 – желаемый выход (часто низкой размерности). В этой 
части книги предполагается, что существует единственный правильный ответ, 
который мы хотим предсказать, но, возможно, недостоверно.

В части IV обсуждаются модели порождения. Они представляют собой ус-
ловные распределения вида p(x) или p(x|c), где c – факультативные обусловли-
вающие входы, а правильных выходов может быть несколько. Например, по 
заданному текстовому описанию c мы можем сгенерировать разные наборы 
изображений, «отвечающих» этому описанию. Вычисление таких моделей 
сложнее, чем моделей предсказания, потому что неясно, каким должен быть 
желаемый выход.

В части V обсуждаются модели с латентными величинами, т. е. модели с со-
вместным распределением вида p(z, x) = p(z)p(x|z), где z – скрытое состояние, 
а  x  – наблюдения, предположительно порожденные из z. Цель  – вычислить 
p(z|x), чтобы раскрыть какое-то (предположительно осмысленное или полез-
ное) истинное состояние или паттерны в  наблюдаемых данных. Мы  также 
рассматриваем методы обнаружения паттернов, которым неявно обучились 

1	 Отметим, что в  сообществе глубокого обучения под термином «вывод» (inference) 
понимается применение функции к некоторым входам для вычисления выхода. Это 
никак не связано с байесовским выводом, перед которым стоит гораздо более труд-
ная задача обращения функции, т. е. перехода от наблюдаемых выходов к возмож-
ным скрытым входам (причинам). Это, скорее, похоже на то, что в глубоком обучении 
называется «обучением» (training).
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предсказательные модели вида p(y|x), не полагаясь на явную порождающую 
модель данных.

Наконец, в части VI обсуждаются модели и алгоритмы, которые можно ис-
пользовать для принятия решений в условиях неопределенности. Это естест
венно подводит нас к важной теме причинности, последней в этой книге.

Ввиду широкого охвата материала мы не можем вдаваться во все детали 
каждой темы. Однако мы старались изложить основные сведения. В некото-
рых случаях мы совершаем «глубокое погружение», доходя до уровня передо-
вых исследований (по состоянию на 2022 год). Мы надеемся, что собрание всех 
этих тем в одном месте позволит вам провести связи между разнородными, 
на первый взгляд, областями, а  значит, лучше понять предмет машинного  
обучения.
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Часть I

Основания



Глава 2

Вероятность

2.1. Введение
В этом разделе мы формально определим, что будет пониматься под веро-
ятностью, следуя изложению, принятому в работе [Cha21, глава 2]. Другие 
хорошие введения в эту тему см., например, в работах [GS97; BT08; Bet18; 
DFO20].

2.1.1. Пространство вероятностей
Определим пространство вероятностей как тройку (Ω, ℱ, ℙ), где Ω – выбо-
рочное пространство1, т.  е. множество возможных исходов эксперимента, 
ℱ – пространство событий, т. е. множество всех возможных подмножеств Ω, 
а ℙ – вероятностная мера, т. е. отображение события E ⊆ Ω  в число, принад-
лежащее отрезку [0, 1] (т. е. ℙ : ℱ → [0, 1]), которое удовлетворяет некоторым 
условиям непротиворечивости, обсуждаемым в разделе 2.1.4.

2.1.2. Дискретные случайные величины
Простейший случай – когда исходы эксперимента образуют счетное множест
во. Например, рассмотрим трехгранную игральную кость, грани которой по-
мечены буквами A, B и C. (Мы выбрали три грани вместо шести для краткости.) 
Выборочное пространство Ω  = {A, B, C} представляет все возможные исходы 
«эксперимента». Пространство событий – это все возможные подмножества 
выборочного пространства, т. е. ℱ = {∅, {A}, {B}, {C}, {A, B}, {A, C}, {B, C}, {A, B, 
C}}. Событие является элементом пространства событий. Например, событие 
E1 = {A, B} представляет исходы, когда на кости выпадает грань A или B, а со-
бытие E2 = {C} – исход, когда на кости выпадает грань C.

Определив пространство событий, мы должны определить вероятностную 
меру, т.  е. способ вычислить «размер» или «вес» каждого множества в  про-
странстве событий. В  случае трехгранной кости предположим, что вероят-
ности отдельных исходов (элементарных событий) заданы следующим обра-
зом: ℙ[{A}] = 2/6, ℙ[{B}]  = 1/6, ℙ[{C}]  = 3/6. Вероятности других событий можно 
вычислить путем сложения мер исходов, например ℙ[{A, B}] = 2/6 + 1/6 = 1/2. 
Мы формализуем эту идею в разделе 2.1.4.

1	 В отечественной литературе употребляется также термин «пространство элементар-
ных событий». – Прим. перев.



Чтобы упростить обозначения, сопоставим каждому исходу в пространстве 
событий число. Это можно сделать, определив случайную величину (св), т. е. 
функцию X  :  Ω → ℝ, которая отображает событие ω ∊ Ω в число X(ω) на ве-
щественной прямой. Например, можно определить случайную величину X для 
нашей трехгранной кости, положив X(A) = 1, X(B) = 2, X(C) = 3. В качестве другого 
примера рассмотрим эксперимент, в котором симметричная монета подбра-
сывается дважды. Выборочное пространство Ω = {ω1 = (О, О), ω2 = (О, Р), ω3 = (Р, 
О), ω4 = (Р, Р)}, где О – орел, а Р – решка. Пусть случайная величина X представ-
ляет число выпавших орлов. Тогда имеем X(ω1) = 2, X(ω2) = 1, X(ω3) = 1 и X(ω4) = 0.

Определим множество возможных значений случайной величины как ее 
пространство состояний, обозначаемое X(Ω) = 𝒳. Определим вероятность 
любого заданного состояния как

pX(a) = ℙ[X = a] = ℙ[X–1(a)],	 (2.1)

где X–1(a) = {ω ∊ Ω|X(ω) = a} – прообраз a. Здесь pX называется функцией ве-
роятности (probability mass function, или pmf) случайной величины X. В при-
мере с  двойным подбрасыванием симметричной монеты pmf равна pX(0) = 
ℙ[{(Р, Р)}] = 1/4, pX(1) = ℙ[{(Р, О), (О, Р)}] = 2/4, pX(2) = ℙ[{(О, О)}] = 1/4. Функцию 
вероятности можно представить гистограммой или какой-нибудь параметри-
ческой функцией (см. раздел 2.2.1). Мы будем называть pX распределением 
вероятностей случайной величины X. Индекс X будет часто опускаться, если 
из контекста понятно, о чем идет речь.

2.1.3. Непрерывные случайные величины
Можно также рассмотреть эксперименты с непрерывными исходами. В этом 
случае мы предполагаем, что выборочное пространство – подмножество мно-
жества вещественных чисел,  Ω ∊ ℝ, и определяем каждую непрерывную слу-
чайную величину как тождественную функцию X(ω) = ω.

Например, рассмотрим измерение продолжительности некоторого события 
(в секундах). Определим выборочное пространство как Ω = {t : 0 ≤ t ≤ Tmax}. По-
скольку это множество несчетное, невозможно перечислить все его подмно-
жества, в отличие от дискретного случая. Вместо этого мы должны определить 
пространство событий в терминах сигма-поля, или сигма-алгебры Бореля. 
Говорят, что ℱ  является σ-полем, если (1) ∅  ∊  ℱ  и Ω  ∊ ℱ; (2) ℱ  замкнуто от-
носительно операции дополнения, т. е. если E ∊ ℱ, то Ec ∊ ℱ; и (3) ℱ замкнуто 
относительно операций счетного объединения и  счетного пересечения, т.  е. 
∪i=1

∞ Ei ∊ ℱ и ∩i=1
∞ E ∊ ℱ, при условии что E1, E2, … ∊ ℱ. Наконец, будем говорить, что 

ℬ  является σ-полем Бореля, если это σ-поле, порожденное полузамкнутыми 
интервалами вида (–∞, b] = {x : –1 < x ≤ b}. Беря объединения, пересечения и до-
полнения таких интервалов, можно видеть, что ℬ содержит следующие мно-
жества:

(a, b), [a, b], (a, b], [a, b], {b}, –∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞.	 (2.2)

В примере с продолжительностью событий можно дополнительно ограни-
чить пространство событий только теми интервалами, для которых нижняя 
граница равна 0, а верхняя ≤ Tmax.
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Чтобы определить вероятностную меру, сопоставим каждому x ∊ Ω значе-
ние весовой функции pX(x) ≥ 0, называемой функцией плотности вероятно-
сти (англ. probability density function – pdf). Перечень распространенных pdf 
приведен в разделе 2.2.2. Тогда вероятность события E = [a, b] можно записать 
в виде

6 Chapter 2. Probability

We define the set of possible values of the random variable to be its state space, denoted
X(Ω) = X . We define the probability of any given state using

pX(a) = P[X = a] = P[X−1(a)] (2.1)

where X−1(a) = {ω ∈ Ω|X(ω) = a} is the pre-image of a. Here pX is called the probability mass
function or pmf for random variable X. In the example where we flip a fair coin twice, the pmf is
pX(0) = P[{(T, T )}] = 1

4 , pX(1) = P[{(T,H), (H,T )}] = 2
4 , and pX(2) = P[{(H,H)}] = 1

4 . The pmf
can be represented by a histogram, or some parametric function (see Section 2.2.1). We call pX the
probability distribution for rv X. We will often drop the X subscript from pX where it is clear
from context.

2.1.3 Continuous random variables

We can also consider experiments with continuous outcomes. In this case, we assume the sample
space is a subset of the reals, Ω ⊆ R, and we define each continuous random variable to be the
identify function, X(ω) = ω.

For example, consider measuring the duration of some event (in seconds). We define the sample
space to be Ω = {t : 0 ≤ t ≤ Tmax}. Since this is an uncountable set, we cannot define all possible
subsets by enumeration, unlike the discrete case. Instead, we need to define event space in terms of
a Borel sigma-field, also called a Borel sigma-algebra. We say that F is a σ-field if (1) ∅ ∈ F
and Ω ∈ F ; (2) F is closed under complement, so if E ∈ F then Ec ∈ F ; and (3) F is closed
under countable unions and intersections, meaning that ∪∞

i=1Ei ∈ F and ∩∞
i=1Ei ∈ F , provided

E1, E2, . . . ∈ F . Finally, we say that B is a Borel σ-field if it is a σ-field generated from semi-closed
intervals of the form (−∞, b] = {x : −∞ < x ≤ b}. By taking unions, intersections and complements
of these intervals, we can see that B contains the following sets:

(a, b), [a, b], (a, b], [a, b], {b}, −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ (2.2)

In our duration example, we can further restrict the event space to only contain intervals whose
lower bound is 0 and whose upper bound is ≤ Tmax.

To define the probability measure, we assign a weighting function pX(x) ≥ 0 for each x ∈ Ω known
as a probability density function or pdf. See Section 2.2.2 for a list of common pdf’s. We can
then derive the probability of an event E = [a, b] using

P([a, b]) =
∫

E

dP =

∫ b

a

p(x)dx (2.3)

We can also define the cumulative distribution function or cdf for random variable X as follows:

PX(x) � P[X ≤ x] =

∫ x

−∞
pX(x′)dx′ (2.4)

From this we can compute the probability of an interval using

P([a, b]) = p(a ≤ X ≤ b) = PX(b)− PX(a) (2.5)

.	 (2.3)

Можно также определить функцию распределения (англ. cumulative distri-
bution function – cdf) случайной величины X следующим образом:
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can be represented by a histogram, or some parametric function (see Section 2.2.1). We call pX the
probability distribution for rv X. We will often drop the X subscript from pX where it is clear
from context.

2.1.3 Continuous random variables

We can also consider experiments with continuous outcomes. In this case, we assume the sample
space is a subset of the reals, Ω ⊆ R, and we define each continuous random variable to be the
identify function, X(ω) = ω.

For example, consider measuring the duration of some event (in seconds). We define the sample
space to be Ω = {t : 0 ≤ t ≤ Tmax}. Since this is an uncountable set, we cannot define all possible
subsets by enumeration, unlike the discrete case. Instead, we need to define event space in terms of
a Borel sigma-field, also called a Borel sigma-algebra. We say that F is a σ-field if (1) ∅ ∈ F
and Ω ∈ F ; (2) F is closed under complement, so if E ∈ F then Ec ∈ F ; and (3) F is closed
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E1, E2, . . . ∈ F . Finally, we say that B is a Borel σ-field if it is a σ-field generated from semi-closed
intervals of the form (−∞, b] = {x : −∞ < x ≤ b}. By taking unions, intersections and complements
of these intervals, we can see that B contains the following sets:

(a, b), [a, b], (a, b], [a, b], {b}, −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞ (2.2)

In our duration example, we can further restrict the event space to only contain intervals whose
lower bound is 0 and whose upper bound is ≤ Tmax.

To define the probability measure, we assign a weighting function pX(x) ≥ 0 for each x ∈ Ω known
as a probability density function or pdf. See Section 2.2.2 for a list of common pdf’s. We can
then derive the probability of an event E = [a, b] using

P([a, b]) =
∫

E

dP =

∫ b

a

p(x)dx (2.3)

We can also define the cumulative distribution function or cdf for random variable X as follows:

PX(x) � P[X ≤ x] =

∫ x

−∞
pX(x′)dx′ (2.4)

From this we can compute the probability of an interval using

P([a, b]) = p(a ≤ X ≤ b) = PX(b)− PX(a) (2.5)

.	 (2.4)

Отсюда можно вычислить вероятность интервала по формуле

ℙ([a, b]) = p(a ≤ X ≤ b) = PX(b) – PX(a).	 (2.5)

Термин «распределение вероятностей» может относиться к pdf pX, или к cdf 
PX, или даже к вероятностной мере ℙ.

Приведенные выше определения можно обобщить на многомерные про-
странства, Ω ⊆ ℝn, и даже на более сложные выборочные пространства, напри-
мер пространства функций.

2.1.4. Аксиомы вероятностей
Вероятностная мера, ассоциированная с  пространством событий, должна 
удовлетворять аксиомам вероятностей, называемым также аксиомами 
Колмогорова1:

	� неотрицательность: ℙ[E] ≥ 0 для любого E ⊆ Ω;
	� нормировка: ℙ[Ω] = 1;
	� аддитивность: для любой счетной последовательности попарно непере-

секающихся множеств {E1, E2, … ,} имеет место равенство
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The term “probability distribution” could refer to the pdf pX or the cdf PX or even the probabiliy
measure P.

We can generalize the above definitions to multidimensional spaces, Ω ⊆ Rn, as well as more
complex sample spaces, such as functions.

2.1.4 Probability axioms

The probability law associated with the event space must follow the axioms of probability, also
called the Kolmogorov axioms, which are as follows:1
• Non-negativity: P[E] ≥ 0 for any E ⊆ Ω.
• Normalization: P[Ω] = 1.
• Additivity: for any countable sequence of pairwise disjoint sets {E1, E2, . . . , }, we have

P [∪∞
i=1Ei] =

∞∑

i=1

P[Ei] (2.6)

In the finite case, where we just have two disjoint sets, E1 and E2, this becomes

P[E1 ∪ E2] = P[E1] + P[E2] (2.7)

This corresponds to the probability of event E1 or E2, assuming they are mutually exclusive
(disjoint sets).
From these axioms, we can derive the complement rule:

P[Ec] = 1− P[E] (2.8)

where Ec = Ω \E is the complement of E. (This follows since P[Ω] = 1 = P[E ∪Ec] = P[E] + P[Ec].)
We can also show that P[E] ≤ 1 (proof by contradiction), and P[∅] = 0 (which follows from first
corollary with E = Ω).

We can also show the following result, known as the addition rule:

P[E1 ∪ E2] = P[E1] + P[E2]− P[E1 ∩ E2] (2.9)

This holds for any pair of events, even if they are not disjoint.

2.1.5 Conditional probability

Consider two events E1 and E2. If P[E2] �= 0, we define the conditional probability of E1 given
E2 as

P[E1|E2] �
P[E1 ∩ E2]

P[E2]
(2.10)

From this, we can get the multiplication rule:

P[E1 ∩ E2] = P[E1|E2]P[E2] = P[E2|E1]P[E1] (2.11)

1. These laws can be shown to follow from a more basic set of assumptions about reasoning under uncertainty, a result
known as Cox’s theorem [Cox46; Cox61].

.	 (2.6)

В конечном случае, когда имеется всего два непересекающихся множества, 
E1 и E2, это равенство принимает вид:

ℙ[E1 ∪ E2] = ℙ[E1] + ℙ[E2].	 (2.7)

Это соответствует вероятности события E1 или E2 в предположении, что эти 
события взаимно исключающие (непересекающиеся множества).

1	 Можно показать, что эти правила следуют из более общего набора предположений 
о рассуждениях в условиях неопределенности. Этот результат называется теоремой 
Кокса [Cox46; Cox61].
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Из этих аксиом можно вывести правило дополнения:

ℙ[Ec] = 1 – ℙ[E],	 (2.8)

где Ec =  Ω \ E – дополнение E. (Это следует из того, что ℙ[Ω] = 1 = ℙ[E ∪ Ec] = ℙ[E] 
+ ℙ[Ec].) Можно еще показать, что ℙ[E] ≤ 1 (доказательство от противного) и что 
ℙ[∅] = 0 (это вытекает из первого следствия при E = Ω).

Также можно доказать следующий результат, известный как правило сло-
жения:

ℙ[E1 ∪ E2] = ℙ[E1] + ℙ[E2] – ℙ[E1 ∩ E2].	 (2.9)

Это верно для любой пары событий, даже пересекающихся.

2.1.5. Условная вероятность
Рассмотрим два события E1 и E2. Если ℙ[E2] ≠ 0, то определим условную веро-
ятность E1 при условии E2 как

2.1. Introduction 7

The term “probability distribution” could refer to the pdf pX or the cdf PX or even the probabiliy
measure P.

We can generalize the above definitions to multidimensional spaces, Ω ⊆ Rn, as well as more
complex sample spaces, such as functions.

2.1.4 Probability axioms

The probability law associated with the event space must follow the axioms of probability, also
called the Kolmogorov axioms, which are as follows:1
• Non-negativity: P[E] ≥ 0 for any E ⊆ Ω.
• Normalization: P[Ω] = 1.
• Additivity: for any countable sequence of pairwise disjoint sets {E1, E2, . . . , }, we have

P [∪∞
i=1Ei] =

∞∑

i=1

P[Ei] (2.6)

In the finite case, where we just have two disjoint sets, E1 and E2, this becomes
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where Ec = Ω \E is the complement of E. (This follows since P[Ω] = 1 = P[E ∪Ec] = P[E] + P[Ec].)
We can also show that P[E] ≤ 1 (proof by contradiction), and P[∅] = 0 (which follows from first
corollary with E = Ω).

We can also show the following result, known as the addition rule:

P[E1 ∪ E2] = P[E1] + P[E2]− P[E1 ∩ E2] (2.9)

This holds for any pair of events, even if they are not disjoint.

2.1.5 Conditional probability

Consider two events E1 and E2. If P[E2] �= 0, we define the conditional probability of E1 given
E2 as

P[E1|E2] �
P[E1 ∩ E2]

P[E2]
(2.10)

From this, we can get the multiplication rule:

P[E1 ∩ E2] = P[E1|E2]P[E2] = P[E2|E1]P[E1] (2.11)

1. These laws can be shown to follow from a more basic set of assumptions about reasoning under uncertainty, a result
known as Cox’s theorem [Cox46; Cox61].

.	 (2.10)

Отсюда получаем правило умножения:

ℙ[E1 ∩ E2] = ℙ[E1|E2]ℙ[E2] = ℙ[E2|E1]ℙ[E1].	 (2.11)

Условная вероятность измеряет, насколько вероятно событие E1, если из-
вестно, что событие E2 уже произошло. Однако если события не связаны друг 
с другом, то вероятность не изменится. Формально говорят, что события E1 и E2 
независимы, если 

ℙ[E1 ∩ E2] = ℙ[E1]ℙ[E2].	 (2.12)

Если ℙ[E1] > 0 и ℙ[E2] > 0, то это эквивалентно требованию ℙ[E1|E2] = ℙ[E1], или, 
что то же самое, ℙ[E2|E1] = ℙ[E2]. Аналогично говорят, что E1 и E2 условно зави-
симы при условии E3, если

ℙ[E1 ∩ E2|E3] = ℙ[E1|E3]ℙ[E2|E3].	 (2.13)

Из определения условной вероятности можно вывести формулу полной 
вероятности, которая утверждает следующее: если {A1, … , An} – разбиение вы-
борочного пространства Ω, то для любого события B ⊆ Ω имеем
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Conditional probability measures how likely an event E1 is given that event E2 has happened.
However, if the events are unrelated, the probability will not change. Formally, We say that E1 and
E2 are independent events if

P[E1 ∩ E2] = P[E1]P[E2] (2.12)

If both P[E1] > 0 and P[E2] > 0, this is equivalent to requiring that P[E1|E2] = P[E1] or equivalently,
P[E2|E1] = P[E2]. Similarly, we say that E1 and E2 are conditionally independent given E3 if

P[E1 ∩ E2|E3] = P[E1|E3]P[E2|E3] (2.13)

From the definition of conditional probability, we can derive the law of total probability, which
states the following: if {A1, . . . , An} is a partition of the sample space Ω, then for any event B ⊆ Ω,
we have

P[B] =
n∑

i=1

P[B|Ai]P[Ai] (2.14)

2.1.6 Bayes’ rule

From the definition of conditional probability, we can derive Bayes’ rule, also called Bayes’
theorem, which says that, for any two events E1 and E2 such that P[E1] > 0 and P[E2] > 0, we
have

P[E1|E2] =
P[E2|E1]P[E1]

P[E2]
(2.15)

For a discrete random variable X with K possible states, we can write Bayes’ rule as follows, using
the law of total probability:

p(X = k|E) =
p(E|X = k)p(X = k)

p(E)
=

p(E|X = k)p(X = k)
∑K

k′=1 p(E|X = k′)p(X = k′)
(2.16)

Here p(X = k) is the prior probability, p(E|X = k) is the likelihood, p(X = k|E) is the
posterior probability, and p(E) is a normalization constant, known as the marginal likelihood.

Similarly, for a continuous random variable X, we can write Bayes’ rule as follows:

p(X = x|E) =
p(E|X = x)p(X = x)

p(E)
=

p(E|X = x)p(X = x)∫
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There are a wide variety of probability distributions that are used for various kinds of models. We
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.	 (2.14)

2.1.6. Формула Байеса
Из определения условной вероятности можно вывести формулу Байеса, на-
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Для дискретной случайной величины X с K возможными состояниями форму-
лу Байеса можно записать, воспользовавшись формулой полной вероятности:
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Здесь p(X  = k)  – априорная вероятность, p(E|X = k)  – правдоподобие, 
p(X = k|E) – апостериорная вероятность, а p(E) – нормировочная постоянная, 
называемая маргинальным правдоподобием.

Аналогично для непрерывной случайной величины X формулу Байеса мож-
но записать в виде:
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2.2. Некоторые распространенные 
распределения вероятностей
Существует великое множество распределений вероятностей, используемых 
в  различных моделях. Ниже мы кратко опишем наиболее употребительные. 
Другие распределения см. в дополнении к главе 2 (https://github.com/probml/pml-
book/blob/main/supp2.md), а  интерактивные визуализации  – по адресу https://
ben18785.shinyapps.io/distribution-zoo/.

2.2.1. Дискретные распределения
В этом разделе мы обсудим некоторые дискретные распределения, определен-
ные на подмножествах неотрицательных целых чисел.

2.2.1.1. Распределение Бернулли и биномиальное распределение
Пусть x ∊ {0, 1, … , N}. Биномиальное распределение определяется следую-
щим образом:
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2.2.1 Discrete distributions

In this section, we discuss some discrete distributions defined on subsets of the (non-negative) integers.

2.2.1.1 Bernoulli and binomial distributions

Let x ∈ {0, 1, . . . , N}. The binomial distribution is defined by

Bin(x|N,µ) �

(
N

x

)
µx(1− µ)N−x (2.18)

where
(
N
k

)
� N !

(N−k)!k! is the number of ways to choose k items from N (this is known as the binomial
coefficient, and is pronounced “N choose k”).

If N = 1, so x ∈ {0, 1}, the binomial distribution reduces to the Bernoulli distribution:

Ber(x|µ) =
{
1− µ if x = 0

µ if x = 1
(2.19)

where µ = E [x] = p(x = 1) is the mean.

2.2.1.2 Categorical and multinomial distributions

If the variable is discrete-valued, x ∈ {1, . . . ,K}, we can use the categorical distribution:

Cat(x|θ) �
K∏

k=1

θ
I(x=k)
k (2.20)

Alternatively, we can represent the K-valued variable x with the one-hot binary vector x, which lets
us write

Cat(x|θ) �
K∏

k=1

θxk

k (2.21)

If the k’th element of x counts the number of times the value k is seen in N =
∑K

k=1 xk trials, then
we get the multinomial distribution:

M(x|N,θ) �

(
N

x1 . . . xK

) K∏

k=1

θxk

k (2.22)

where the multinomial coefficient is defined as
(

N

k1 . . . km

)
�

N !

k1! . . . km!
(2.23)

,	 (2.18)

где 
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 – число способов выбрать k предметов из N (оно называется 
биномиальным коэффициентом и произносится «C из N по k»).

Если N = 1, т. е. x ∊ {0, 1}, то биномиальное распределение сводится к распре-
делению Бернулли
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если x = 0
если x = 1

,	 (2.19)

где μ = 𝔼[x] = p(x = 1) – среднее.
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2.2.1.2. Категориальное и мультиномиальное распределения
Если величина дискретная, x ∊ {1, … , K}, то можно использовать категориаль-
ное распределение:
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(2.23)

.	 (2.20)

Альтернативно K-значную величину x можно представить унитарным дво-
ичным вектором x, что позволяет переписать формулу в виде:

2.2. Some common probability distributions 9

2.2.1 Discrete distributions

In this section, we discuss some discrete distributions defined on subsets of the (non-negative) integers.

2.2.1.1 Bernoulli and binomial distributions

Let x ∈ {0, 1, . . . , N}. The binomial distribution is defined by

Bin(x|N,µ) �

(
N

x

)
µx(1− µ)N−x (2.18)

where
(
N
k

)
� N !

(N−k)!k! is the number of ways to choose k items from N (this is known as the binomial
coefficient, and is pronounced “N choose k”).

If N = 1, so x ∈ {0, 1}, the binomial distribution reduces to the Bernoulli distribution:

Ber(x|µ) =
{
1− µ if x = 0

µ if x = 1
(2.19)

where µ = E [x] = p(x = 1) is the mean.

2.2.1.2 Categorical and multinomial distributions

If the variable is discrete-valued, x ∈ {1, . . . ,K}, we can use the categorical distribution:

Cat(x|θ) �
K∏

k=1

θ
I(x=k)
k (2.20)

Alternatively, we can represent the K-valued variable x with the one-hot binary vector x, which lets
us write

Cat(x|θ) �
K∏

k=1

θxk

k (2.21)

If the k’th element of x counts the number of times the value k is seen in N =
∑K

k=1 xk trials, then
we get the multinomial distribution:

M(x|N,θ) �

(
N

x1 . . . xK

) K∏

k=1

θxk

k (2.22)

where the multinomial coefficient is defined as
(

N

k1 . . . km

)
�

N !

k1! . . . km!
(2.23)

.	 (2.21)

Если k-й элемент x показывает, сколько раз k наблюдалось в N = ∑K
k=1 xk испы-

таниях, то получаем мультиномиальное распределение:
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,	 (2.22)

где мультиномиальный коэффициент определяется как
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2.2.1.3. Распределение Пуассона
Пусть X ∊ {0, 1, 2, …}. Говорят, что случайная величина имеет распределение 
Пуассона с параметром λ > 0, и записывают это в виде X ∼ Poi(λ), если ее функ-
ция вероятности имеет вид:
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2.2.1.3 Poisson distribution

Suppose X ∈ {0, 1, 2, . . .}. We say that a random variable has a Poisson distribution with parameter
λ > 0, written X ∼ Poi(λ), if its pmf (probability mass function) is

Poi(x|λ) = e−λ λx

x!
(2.24)

where λ is the mean (and variance) of x.

2.2.1.4 Negative binomial distribution

Suppose we have an “urn” with N balls, R of which are red and B of which are blue. Suppose we
perform sampling with replacement until we get n ≥ 1 balls. Let X be the number of these that
are blue. It can be shown that X ∼ Bin(n, p), where p = B/N is the fraction of blue balls; thus X
follows the binomial distribution, discussed in Section 2.2.1.1.

Now suppose we consider drawing a red ball a “failure”, and drawing a blue ball a “success”. Suppose
we keep drawing balls until we observe r failures. Let X be the resulting number of successes (blue
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(
x+ r − 1

x

)
(1− p)rpx (2.25)

for x ∈ {0, 1, 2, . . .}. (If r is real-valued, we replace
(
x+r−1

x

)
with Γ(x+r)

x!Γ(r) , exploiting the fact that
(x− 1)! = Γ(x).)

This distribution has the following moments:

E [x] =
p r

1− p
, V [x] =

p r

(1− p)2
(2.26)

This two parameter family has more modeling flexibility than the Poisson distribution, since it can
represent the mean and variance separately. This is useful, e.g., for modeling “contagious” events,
which have positively correlated occurrences, causing a larger variance than if the occurrences were
independent. In fact, the Poisson distribution is a special case of the negative binomial, since it can
be shown that Poi(λ) = limr→∞ NegBinom(r, λ

1+λ ). Another special case is when r = 1; this is called
the geometric distribution.

2.2.2 Continuous distributions on R

In this section, we discuss some univariate distributions defined on the reals, p(x) for x ∈ R.

2.2.2.1 Gaussian (Normal)

The most widely used univariate distribution is the Gaussian distribution, also called the normal
distribution. (See [Mur22, Sec 2.6.4] for a discussion of these names.) The pdf (probability density
function) of the Gaussian is given by

N (x|µ, σ2) �
1√
2πσ2

e−
1

2σ2 (x−µ)2 (2.27)

,	 (2.24)

где λ – среднее (и дисперсия) x.

2.2.1.4. Отрицательное биномиальное распределение
Пусть имеется урна с N шарами, из которых R красные и B синие. Допустим, 
что производится выборка с возвращением до тех пор, пока не будет извле-
чено n ≥ 1 шаров. Пусть X – число синих шаров среди них. Можно показать, что 
X ∼ Bin(n, p), где p = B/N – доля синих шаров; таким образом, X имеет биноми-
альное распределение, рассмотренное в разделе 2.2.1.1.

Теперь предположим, что извлечение красного шара рассматривается как 
«неудача», а извлечение синего – как «успех». Допустим, что извлечение ша-
ров продолжается, пока не будет зарегистрировано r неудач. Пусть X – полу-
чившееся в результате число успехов (синих шаров); можно показать, что X ∼ 
NegBinom(r, p), т.  е. имеет отрицательное биномиальное распределение, 
определяемое формулой

42    Вероятность
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для x ∊ {0, 1, 2, …}. (Если r вещественное, то заменяем 
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, пользуясь 
тем фактом, что (x – 1)! = Γ(x).)

Это распределение имеет следующие моменты:
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.	 (2.26)

Это двухпараметрическое семейство дает бóльшую гибкость при моде-
лировании, чем распределение Пуассона, поскольку позволяет представить 
среднее и дисперсию порознь. Это полезно, например, для моделирования 
«контагиозных» событий с  положительно коррелированной встречаемо-
стью, поскольку при этом дисперсия больше, чем в случае, когда события 
независимы. На самом деле распределение Пуассона – частный случай от-
рицательного биномиального распределения, т.  к. можно показать, что 
Poi(λ)  =  limr→∞ NegBinom(r, λ/(1+λ)). Другой частный случай возникает при 
r = 1; получающееся распределение называется геометрическим.

2.2.2. Непрерывные распределения на ℝ
В этом разделе мы обсудим некоторые одномерные распределения, опреде-
ленные на множестве вещественных чисел, p(x) для x ∊ ℝ.

2.2.2.1. Гауссово (нормальное) распределение
Самым распространенным одномерным распределением является гауссово 
распределение, называемое также нормальным. (Обсуждение этих назва-
ний см. в [Mur22, раздел 2.6.4].) Функция плотности вероятности (pdf) для га-
уссова распределения имеет вид
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где 2πσ2 – нормировочная постоянная, необходимая для того, чтобы инте-
грал плотности был равен 1. Параметр μ определяет среднее распределения, 
совпадающее с его модой. Параметр σ2 определяет дисперсию. Иногда гово-
рят о точности гауссова распределения, понимая под ней обратное среднее: 
λ = 1/σ2. Высокая точность означает узкое распределение (с низкой дисперси-
ей) с центром в μ.

Функция распределения (cdf) гауссова распределения имеет вид
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Figure 2.1: (a) The pdf’s for a N (0, 1), T1(0, 1) and Laplace(0, 1/
√
2). The mean is 0 and the variance is 1

for both the Gaussian and Laplace. The mean and variance of the Student distribution is undefined when ν = 1.
(b) Log of these pdf’s. Note that the Student distribution is not log-concave for any parameter value, unlike
the Laplace distribution. Nevertheless, both are unimodal. Generated by student_laplace_pdf_plot.ipynb.

where
√
2πσ2 is the normalization constant needed to ensure the density integrates to 1. The

parameter µ encodes the mean of the distribution, which is also equal to the mode. The parameter
σ2 encodes the variance. Sometimes we talk about the precision of a Gaussian, by which we mean
the inverse variance: λ = 1/σ2. A high precision means a narrow distribution (low variance) centered
on µ.

The cumulative distribution function or cdf of the Gaussian is defined as

Φ(x;µ, σ2) �
∫ x

−∞
N (z|µ, σ2)dz (2.28)

If µ = 0 and σ = 1 (known as the standard normal distribution), we just write Φ(x).

2.2.2.2 Half-normal

For some problems, we want a distribution over non-negative reals. One way to create such a
distribution is to define Y = |X|, where X ∼ N (0, σ2). The induced distribution for Y is called the
half-normal distribution, which has the pdf

N+(y|σ) � 2N (y|0, σ2) =

√
2

σ
√
π
exp

(
− y2

2σ2

)
y ≥ 0 (2.29)

This can be thought of as the N (0, σ2) distribution “folded over” onto itself.

2.2.2.3 Student t-distribution

One problem with the Gaussian distribution is that it is sensitive to outliers, since the probability
decays exponentially fast with the (squared) distance from the center. A more robust distribution is
the Student t-distribution, which we shall call the Student distribution for short. Its pdf is as

.	 (2.28)

Если μ = 0 и σ = 1 (так называемое стандартное нормальное распределе-
ние), то мы пишем просто Φ(x).
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2.2.2.2. Полунормальное распределение
В некоторых задачах нам нужно распределение на множестве неотрицатель-
ных вещественных чисел. Один из способов создать такое распределение  – 
определить  Y = |X|, где X ∼ 𝒩(0, σ2). Индуцированное распределение Y называ-
ется полунормальным распределением и имеет pdf
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This can be thought of as the N (0, σ2) distribution “folded over” onto itself.
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One problem with the Gaussian distribution is that it is sensitive to outliers, since the probability
decays exponentially fast with the (squared) distance from the center. A more robust distribution is
the Student t-distribution, which we shall call the Student distribution for short. Its pdf is as

.	 (2.29)

Можно считать, что это распределение 𝒩(0, σ2), «сложенное» на себя.

2.2.2.3. t-распределение Стьюдента
Гауссово распределение чувствительно к  выбросам, т.  к. вероятность экспо-
ненциально убывает с  увеличением (квадрата) расстояния от центра. Более 
робастным является t-распределение Стьюдента, которое мы для краткости 
будем называть просто распределением Стьюдента. Его pdf имеет вид:
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follows:

Tν(x|µ, σ2) =
1

Z

[
1 +

1

ν

(
x− µ

σ

)2
]−( ν+1

2 )

(2.30)

Z =

√
νπσ2Γ( ν2 )

Γ( ν+1
2 )

=
√
νσB(

1

2
,
ν

2
) (2.31)

where µ is the mean, σ > 0 is the scale parameter (not the standard deviation), and ν > 0 is called
the degrees of freedom (although a better term would be the degree of normality [Kru13], since
large values of ν make the distribution act like a Gaussian). Here Γ(a) is the gamma function
defined by

Γ(a) �
∫ ∞

0

xa−1e−xdx (2.32)

and B(a, b) is the beta function, defined by

B(a, b) �
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(2.33)

2.2.2.4 Cauchy distribution

If ν = 1, the Student distribution is known as the Cauchy or Lorentz distribution. Its pdf is defined
by

C(x|µ, γ) = 1

Z

[
1 +

(
x− µ

γ

)2
]−1

(2.34)

where Z = γβ( 12 ,
1
2 ) = γπ. This distribution is notable for having such heavy tails that the integral

that defines the mean does not converge.
The half Cauchy distribution is a version of the Cauchy (with mean 0) that is “folded over” on

itself, so all its probability density is on the positive reals. Thus it has the form
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2.2.2.5 Laplace distribution

Another distribution with heavy tails is the Laplace distribution, also known as the double sided
exponential distribution. This has the following pdf:
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Here µ is a location parameter and b > 0 is a scale parameter. See Figure 2.1 for a plot.

,	 (2.30)

,	 (2.31)

где μ – среднее, σ > 0 – масштабный параметр (не стандартное отклонение), 
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where µ is the mean, σ > 0 is the scale parameter (not the standard deviation), and ν > 0 is called
the degrees of freedom (although a better term would be the degree of normality [Kru13], since
large values of ν make the distribution act like a Gaussian). Here Γ(a) is the gamma function
defined by

Γ(a) �
∫ ∞

0

xa−1e−xdx (2.32)

and B(a, b) is the beta function, defined by

B(a, b) �
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(2.33)

2.2.2.4 Cauchy distribution

If ν = 1, the Student distribution is known as the Cauchy or Lorentz distribution. Its pdf is defined
by

C(x|µ, γ) = 1

Z

[
1 +

(
x− µ

γ

)2
]−1

(2.34)

where Z = γβ( 12 ,
1
2 ) = γπ. This distribution is notable for having such heavy tails that the integral

that defines the mean does not converge.
The half Cauchy distribution is a version of the Cauchy (with mean 0) that is “folded over” on

itself, so all its probability density is on the positive reals. Thus it has the form

C+(x|γ) �
2

πγ

[
1 +

(
x

γ

)2
]−1

(2.35)

2.2.2.5 Laplace distribution

Another distribution with heavy tails is the Laplace distribution, also known as the double sided
exponential distribution. This has the following pdf:

Laplace(x|µ, b) � 1

2b
exp

(
−|x− µ|

b

)
(2.36)

Here µ is a location parameter and b > 0 is a scale parameter. See Figure 2.1 for a plot.

,	 (2.32)

а B(a, b) – бета-функция, определяемая формулой

12 Chapter 2. Probability

follows:

Tν(x|µ, σ2) =
1

Z

[
1 +

1

ν

(
x− µ

σ

)2
]−( ν+1

2 )

(2.30)

Z =

√
νπσ2Γ( ν2 )

Γ( ν+1
2 )

=
√
νσB(

1

2
,
ν

2
) (2.31)

where µ is the mean, σ > 0 is the scale parameter (not the standard deviation), and ν > 0 is called
the degrees of freedom (although a better term would be the degree of normality [Kru13], since
large values of ν make the distribution act like a Gaussian). Here Γ(a) is the gamma function
defined by

Γ(a) �
∫ ∞

0

xa−1e−xdx (2.32)

and B(a, b) is the beta function, defined by

B(a, b) �
Γ(a)Γ(b)

Γ(a+ b)
(2.33)

2.2.2.4 Cauchy distribution

If ν = 1, the Student distribution is known as the Cauchy or Lorentz distribution. Its pdf is defined
by

C(x|µ, γ) = 1

Z

[
1 +

(
x− µ

γ

)2
]−1

(2.34)

where Z = γβ( 12 ,
1
2 ) = γπ. This distribution is notable for having such heavy tails that the integral

that defines the mean does not converge.
The half Cauchy distribution is a version of the Cauchy (with mean 0) that is “folded over” on

itself, so all its probability density is on the positive reals. Thus it has the form

C+(x|γ) �
2

πγ

[
1 +

(
x

γ

)2
]−1

(2.35)

2.2.2.5 Laplace distribution

Another distribution with heavy tails is the Laplace distribution, also known as the double sided
exponential distribution. This has the following pdf:

Laplace(x|µ, b) � 1

2b
exp

(
−|x− µ|

b

)
(2.36)

Here µ is a location parameter and b > 0 is a scale parameter. See Figure 2.1 for a plot.
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2.2.2.4. Распределение Коши
При ν  = 1 распределение Стьюдента называется распределением Коши или 
Лоренца. Его pdf определяется формулой
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,	 (2.34)

44    Вероятность



где Z = γβ(½, ½) = γπ. Это распределение примечательно наличием таких тяже-
лых хвостов, что интеграл, определяющий его среднее, расходится.

Половинное распределение Коши  – это вариант распределения Коши 
(со средним 0), «сложенного» на себя, так что вся плотность вероятности со-
средоточена в области положительных вещественных чисел. Оно имеет вид
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Here µ is a location parameter and b > 0 is a scale parameter. See Figure 2.1 for a plot.
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2.2.2.5. Распределение Лапласа
Еще одно распределение с  тяжелыми хвостами  – распределение Лапласа, 
называемое также двусторонним экспоненциальным распределением. 
Его pdf имеет вид:
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where µ is the mean, σ > 0 is the scale parameter (not the standard deviation), and ν > 0 is called
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2.2.2.5 Laplace distribution

Another distribution with heavy tails is the Laplace distribution, also known as the double sided
exponential distribution. This has the following pdf:
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Here µ is a location parameter and b > 0 is a scale parameter. See Figure 2.1 for a plot.
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Здесь μ – параметр сдвига, а b > 0 – масштабный параметр. См. график на 
рис. 2.1.
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Рис. 2.1. (a) Функции плотности вероятности для 𝒩(0, 1), 𝒯1(0, 1) и Laplace(0, 1/√2). И для 
гауссова распределения, и для распределения Лапласа среднее равно 0, а дисперсия – 1. 

Среднее и дисперсия распределения Стьюдента не определены при ν = 1; (b) логарифм этих 
pdf. Отметим, что распределение Стьюдента не является логарифмически выпуклым при 
любом значении параметра, в отличие от распределения Лапласа. Тем не менее оба они 

унимодальны. Построено программой student_laplace_pdf_plot.ipynb

2.2.2.6. Субгауссово и супергауссово распределения
Существует два основных варианта гауссова распределения, известных как 
супергауссово, или лептокуртическое (от греческого слова «Lepto» – узкий), 
и субгауссово, или платикуртическое (от греческого слова «Platy» – широкий), 
распределения. Эти распределения отличаются куртозисом, т.  е. мерой 
тяжести хвостов (насколько быстро уменьшается плотность при удалении от 
среднего). Точнее, куртозис определяется формулой

2.2. Some common probability distributions 13
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Figure 2.2: Illustration of Gaussian (blue), sub-Gaussian (uniform, green), and super-Gaussian (Laplace,
red) distributions in 1d and 2d. Generated by sub_super_gauss_plot.ipynb.

2.2.2.6 Sub-Gaussian and super-Gaussian distributions

There are two main variants of the Gaussian distribution, known as super-Gaussian or leptokurtic
(“Lepto” is Greek for “narrow”) and sub-Gaussian or platykurtic (“Platy” is Greek for “broad”).
These distributions differ in terms of their kurtosis, which is a measure of how heavy or light their
tails are (i.e., how fast the density dies off to zero away from its mean). More precisely, the kurtosis
is defined as

kurt(z) �
µ4

σ4
=

E
[
(Z − µ)4

]

(E [(Z − µ)2])2
(2.37)

where σ is the standard deviation, and µ4 is the 4’th central moment. (Thus µ1 = µ is the mean,
and µ2 = σ2 is the variance.) For a standard Gaussian, the kurtosis is 3, so some authors define the
excess kurtosis as the kurtosis minus 3.

A super-Gaussian distribution (e.g., the Laplace) has positive excess kurtosis, and hence heavier
tails than the Gaussian. A sub-Gaussian distribution, such as the uniform, has negative excess
kurtosis, and hence lighter tails than the Gaussian. See Figure 2.2 for an illustration.

2.2.3 Continuous distributions on R+

In this section, we discuss some univariate distributions defined on the positive reals, p(x) for x ∈ R+.

,	 (2.37)
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где σ – стандартное отклонение, а μ4 – четвертый центральный момент. (Пер-
вым моментом является среднее, μ1 = μ, вторым – дисперсия, μ2 = σ2.) Для стан-
дартного гауссова распределения куртозис равен 3, поэтому некоторые авторы 
определяют избыточный куртозис как куртозис минус 3.

У супергауссова распределения (например, распределения Лапласа) избы-
точный куртозис положителен, поэтому хвосты тяжелее, чем у гауссова. У суб-
гауссова распределения, например равномерного, избыточный куртозис от-
рицателен, поэтому хвосты легче, чем у гауссова. См. иллюстрацию на рис. 2.2.
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Рис. 2.2. Гауссово (синее), субгауссово (равномерное, зеленое) и супергауссово  
(Лапласа, красное) распределения в одномерном и двумерном случаях.  

Построено программой sub_super_gauss_plot.ipynb

2.2.3. Непрерывные распределения на ℝ+

В этом разделе мы обсудим некоторые одномерные распределения, опреде-
ленные на множестве положительных вещественных чисел, p(x) для x ∊ℝ+.

2.2.3.1. Гамма-распределение
Гамма-распределение – гибкое распределение случайных величин, прини-
мающих положительные вещественные значения, x > 0. Оно определяется дву-
мя параметрами: формы a > 0 и скорости b > 0:
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Figure 2.3: (a) Some gamma distributions. If a ≤ 1, the mode is at 0; otherwise the mode is away from 0.
As we increase the rate b, we reduce the horizontal scale, thus squeezing everything leftwards and upwards.
Generated by gamma_dist_plot.ipynb. (b) Some beta distributions. If a < 1, we get a “spike” on the left,
and if b < 1, we get a “spike” on the right. If a = b = 1, the distribution is uniform. If a > 1 and b > 1, the
distribution is unimodal. Generated by beta_dist_plot.ipynb.

2.2.3.1 Gamma distribution

The gamma distribution is a flexible distribution for positive real valued rv’s, x > 0. It is defined
in terms of two parameters, called the shape a > 0 and the rate b > 0:

Ga(x|shape = a, rate = b) �
ba

Γ(a)
xa−1e−xb (2.38)

Sometimes the distribution is parameterized in terms of the rate a and the scale s = 1/b:

Ga(x|shape = a, scale = s) �
1

saΓ(a)
xa−1e−x/s (2.39)

See Figure 2.3a for an illustration.

2.2.3.2 Exponential distribution

The exponential distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by

Expon(x|λ) � Ga(x|shape = 1, rate = λ) (2.40)

This distribution describes the times between events in a Poisson process, i.e., a process in which
events occur continuously and independently at a constant average rate λ.

2.2.3.3 Chi-squared distribution

The chi-squared distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by

χ2
ν(x) � Ga(x|shape =

ν

2
, rate =

1

2
) (2.41)

.	 (2.38)
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Иногда это распределение параметризуют скоростью a и масштабом s = 1/b:
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As we increase the rate b, we reduce the horizontal scale, thus squeezing everything leftwards and upwards.
Generated by gamma_dist_plot.ipynb. (b) Some beta distributions. If a < 1, we get a “spike” on the left,
and if b < 1, we get a “spike” on the right. If a = b = 1, the distribution is uniform. If a > 1 and b > 1, the
distribution is unimodal. Generated by beta_dist_plot.ipynb.

2.2.3.1 Gamma distribution

The gamma distribution is a flexible distribution for positive real valued rv’s, x > 0. It is defined
in terms of two parameters, called the shape a > 0 and the rate b > 0:
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Sometimes the distribution is parameterized in terms of the rate a and the scale s = 1/b:
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See Figure 2.3a for an illustration.

2.2.3.2 Exponential distribution

The exponential distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by

Expon(x|λ) � Ga(x|shape = 1, rate = λ) (2.40)

This distribution describes the times between events in a Poisson process, i.e., a process in which
events occur continuously and independently at a constant average rate λ.

2.2.3.3 Chi-squared distribution

The chi-squared distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by
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См. иллюстрацию на рис. 2.3(a).

(a) (b)

Рис. 2.3. (a) Некоторые гамма-распределения. Если a ≤ 1, то мода расположена в точке 0, 
в противном случае мода отстоит от 0 на положительное расстояние. При увеличении скорости 

b уменьшается горизонтальный масштаб, т. е. всё сжимается влево и вверх. Построено 
программой gamma_dist_plot.ipynb; (b) некоторые бета-распределения. Если a < 1, мы имеем 

пик слева, а если b < 1, то пик справа. Если a = b = 1, то распределение равномерное. Если a > 1 
и b > 1, то распределение унимодальное. Построено программой beta_dist_plot.ipynb

2.2.3.2. Экспоненциальное распределение
Экспоненциальное распределение – частный случай гамма-распределения, 
оно определяется формулой
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Figure 2.3: (a) Some gamma distributions. If a ≤ 1, the mode is at 0; otherwise the mode is away from 0.
As we increase the rate b, we reduce the horizontal scale, thus squeezing everything leftwards and upwards.
Generated by gamma_dist_plot.ipynb. (b) Some beta distributions. If a < 1, we get a “spike” on the left,
and if b < 1, we get a “spike” on the right. If a = b = 1, the distribution is uniform. If a > 1 and b > 1, the
distribution is unimodal. Generated by beta_dist_plot.ipynb.

2.2.3.1 Gamma distribution

The gamma distribution is a flexible distribution for positive real valued rv’s, x > 0. It is defined
in terms of two parameters, called the shape a > 0 and the rate b > 0:

Ga(x|shape = a, rate = b) �
ba

Γ(a)
xa−1e−xb (2.38)

Sometimes the distribution is parameterized in terms of the rate a and the scale s = 1/b:

Ga(x|shape = a, scale = s) �
1

saΓ(a)
xa−1e−x/s (2.39)

See Figure 2.3a for an illustration.

2.2.3.2 Exponential distribution

The exponential distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by

Expon(x|λ) � Ga(x|shape = 1, rate = λ) (2.40)

This distribution describes the times between events in a Poisson process, i.e., a process in which
events occur continuously and independently at a constant average rate λ.

2.2.3.3 Chi-squared distribution

The chi-squared distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by

χ2
ν(x) � Ga(x|shape =

ν

2
, rate =

1

2
) (2.41)

.	 (2.40)

Это распределение определяет промежутки времени между событиями 
в  пуассоновском процессе, т.  е. таком, в  котором события возникают непре-
рывно и независимо с постоянной средней скоростью λ.

2.2.3.3. Распределение хи-квадрат
Распределение хи-квадрат  – частный случай гамма-распределения, оно 
определяется формулой

14 Chapter 2. Probability

0 1 2 3 4 5 6 7

0.00

0.25

0.50

0.75

1.00

1.25

1.50

1.75

2.00

Gamma distributions

a=1.0,b=1.0
a=1.5,b=1.0
a=2.0,b=1.0
a=1.0,b=2.0
a=1.5,b=2.0
a=2.0,b=2.0

(a)

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0

1

2

3

4

5

6

Beta distributions

a=0.1,b=0.1
a=0.1,b=1.0
a=1.0,b=1.0
a=2.0,b=2.0
a=2.0,b=8.0

(b)

Figure 2.3: (a) Some gamma distributions. If a ≤ 1, the mode is at 0; otherwise the mode is away from 0.
As we increase the rate b, we reduce the horizontal scale, thus squeezing everything leftwards and upwards.
Generated by gamma_dist_plot.ipynb. (b) Some beta distributions. If a < 1, we get a “spike” on the left,
and if b < 1, we get a “spike” on the right. If a = b = 1, the distribution is uniform. If a > 1 and b > 1, the
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2.2.3.1 Gamma distribution

The gamma distribution is a flexible distribution for positive real valued rv’s, x > 0. It is defined
in terms of two parameters, called the shape a > 0 and the rate b > 0:

Ga(x|shape = a, rate = b) �
ba

Γ(a)
xa−1e−xb (2.38)

Sometimes the distribution is parameterized in terms of the rate a and the scale s = 1/b:

Ga(x|shape = a, scale = s) �
1

saΓ(a)
xa−1e−x/s (2.39)

See Figure 2.3a for an illustration.

2.2.3.2 Exponential distribution

The exponential distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by

Expon(x|λ) � Ga(x|shape = 1, rate = λ) (2.40)

This distribution describes the times between events in a Poisson process, i.e., a process in which
events occur continuously and independently at a constant average rate λ.

2.2.3.3 Chi-squared distribution

The chi-squared distribution is a special case of the gamma distribution and is defined by

χ2
ν(x) � Ga(x|shape =

ν

2
, rate =

1

2
) (2.41),	 (2.41)

где ν  называется числом степеней свободы. Это распределение суммы 
квадратов гауссовых случайных величин. Точнее, если Zi ∼ 𝒩(0, 1) и S = Σi=1

ν Z 2
i, 

то S ∼ χν
2. Тогда если X ∼ 𝒩(0, σ2), то X2 ∼ σ2χ1

2. Так как 𝔼[χ1
2] = 1 и 𝕍[χ1

2] = 2, имеем
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where ν is called the degrees of freedom. This is the distribution of the sum of squared Gaussian
random variables. More precisely, if Zi ∼ N (0, 1), and S =

∑ν
i=1 Z

2
i , then S ∼ χ2

ν . Hence if
X ∼ N (0, σ2) then X2 ∼ σ2χ2

1. Since E
[
χ2
1

]
= 1 and V

[
χ2
1

]
= 2, we have

E
[
X2

]
= σ2,V

[
X2

]
= 2σ4 (2.42)

2.2.3.4 Inverse gamma

The inverse gamma distribution, denoted Y ∼ IG(a, b), is the distribution of Y = 1/X assuming
X ∼ Ga(a, b). This pdf is defined by

IG(x|shape = a, scale = b) �
ba

Γ(a)
x−(a+1)e−b/x (2.43)

The mean only exists if a > 1. The variance only exists if a > 2.
The scaled inverse chi-squared distribution is a reparameterization of the inverse gamma

distribution:

χ−2(x|ν, σ2) = IG(x|shape =
ν

2
, scale =

νσ2

2
) (2.44)

=
1

Γ(ν/2)

(
νσ2

2

)ν/2

x− ν
2−1 exp

(
−νσ2

2x

)
(2.45)

The regular inverse chi-squared distribution, written χ−2
ν (x), is the special case where νσ2 = 1 (i.e.,

σ2 = 1/ν). This corresponds to IG(x|shape = ν/2, scale = 1
2 ).

2.2.3.5 Pareto distribution

The Pareto distribution has the following pdf:

Pareto(x|m,κ) = κmκ 1

x(κ+1)
I (x ≥ m) (2.46)

See Figure 2.4(a) for some plots. We see that x must be greater than the minimum value m, but
then the pdf rapidly decays after that. If we plot the distribution on a log-log scale, it forms the
straight line log p(x) = −a log x+ log(c), where a = (κ+ 1) and c = κmκ: see Figure 2.4(b) for an
illustration.

When m = 0, the distribution has the form p(x) = κx−a. This is known as a power law. If
a = 1, the distribution has the form p(x) ∝ 1/x; if we interpret x as a frequency, this is called a 1/f
function.

The Pareto distribution is useful for modeling the distribution of quantities that exhibit heavy
tails or long tails, in which most values are small, but there are a few very large values. Many forms
of data exhibit this property. ([ACL16] argue that this is because many datasets are generated by a
variety of latent factors, which, when mixed together, naturally result in heavy tailed distributions.)
We give some examples below.

.	 (2.42)
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https://probml.github.io/notebooks#beta_dist_plot.ipynb



