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Часть III

Предсказание



Глава 14

Предсказательные модели: 
общий обзор

14.1. Введение
Большая часть машинного обучения посвящена решению единственной за-
дачи – научиться предсказывать выходы y по входам x с помощью некоторой 
функции f, которая оценивается на основе размеченного обучающего набора 
𝒟 = {(xn, yn) : n = 1 : N}, где xn ∊ 𝒳 ⊆ ℝD, yn ∊ 𝒴 ⊆ ℝC. Недостоверность правиль-
ного выхода для заданного входа можно смоделировать условной вероятност-
ной моделью вида p(y|f(x)). Когда 𝒴 является дискретным множеством меток, 
это называется (в литературе по МО) дискриминантной моделью, потому 
что она различает (дискриминирует) возможные значения y. Если выход ве-
щественный, 𝒴 = ℝ, то модель называется моделью регрессии. (В литературе 
по статистике термин «модель регрессии» используется в обоих случаях, даже 
если 𝒴 – дискретное множество.) Мы будем использовать более общий термин 
«предсказательная модель», говоря о таких моделях.

Предсказательную модель можно рассматривать как частный случай ус-
ловной порождающей модели (см. главу 20). В предсказательной модели раз-
мерность выхода обычно мала и существует единственный наилучший ответ, 
который мы и хотим предсказать. Однако в большинстве порождающих моде-
лей выход обычно имеет высокую размерность, как, например, в случае изо-
бражений или предложений языка, и для заданного входа может быть много 
правильных выходов. Мы  обсудим разнообразие предсказательных моделей 
в разделе 14.1.1, но детали отложим до последующих глав. Далее в этой главе 
обсуждаются проблемы, свойственные всем типам предсказательных моде-
лей, независимо от формы, в частности оценка их качества.

14.1.1. Типы моделей
Существует много разных видов предсказательных моделей p(y|x). Самым су-
щественным является различие между параметрическими моделями, име-
ющими фиксированное число параметров, не зависящее от размера обучаю-
щего набора, и  непараметрическими моделями, имеющими переменное 
число параметров, которое растет вместе с размером обучающего набора. Не-
параметрические модели обычно более гибкие, но предсказывать могут мед-
леннее.



Большинство непараметрических моделей основаны на сравнении тестово-
го входа x с некоторыми или со всеми хранимыми обучающими примерами {xn, 
n = 1 : N} путем применения некоторой формы сходства, sn = 𝒦(x, xn) ≥ 0, и по-
следующего предсказания выхода с помощью некоторой взвешенной комбина-
ции обучающих меток, например ŷ = ∑N

n=1 snyn. Типичный пример – гауссовский 
процесс, который мы будем обсуждать в главе 18. Другие примеры, например 
модели K ближайших соседей, обсуждаются в первом томе этой книги, [Mur22].

Большинство параметрических моделей имеют вид p(y|x) = p(y|f(x; θ)), где f – 
некоторая функция предсказания параметров (например, среднего или логитов) 
выходного распределения (например, гауссова или категориального). К нашим 
услугам много видов функций. Если f – линейная функция θ (т. е. f(x; θ) = θTϕ(x) 
для некоторого фиксированного преобразования признаков ϕ), то модель назы-
вается обобщенной линейной моделью (англ. generalized linear model – GLM), та-
кие модели обсуждаются в главе 15. Если f – нелинейная, но дифференцируемая 
функция θ (например, f(x; θ) = θT

2ϕ(x; θ1) для некоторой допускающей обучение 
функции ϕ(x; θ1)), то принято представлять f с помощью нейронной сети (гла-
ва 16). Другие типы предсказательных моделей, например решающие деревья 
и случайные леса, обсуждаются в первом томе этой книги, [Mur22].

14.1.2. Обучение модели с помощью ERM, MLE и MAP
В этом разделе мы кратко обсудим некоторые методы, применяемые для обуче-
ния (параметрических) моделей. Самый распространенный подход – использо-
вать оценку максимального правдоподобия, или MLE, которая сводится к ре-
шению следующей задачи оптимизации:
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f(x;θ) = θTφ(x) for some fixed feature transformation φ), then the model is called a generalized
linear model or GLM, which we discuss in Chapter 15. If f is a non-linear, but differentiable, function
of θ (e.g., f(x;θ) = θT2φ(x;θ1) for some learnable function φ(x;θ1)), then it is common to represent
f using a neural network (Chapter 16). Other types of predictive model, such as decision trees and
random forests, are discussed in the prequel to this book, [Mur22].

14.1.2 Model fitting using ERM, MLE, and MAP

In this section, we briefly discuss some methods used for fitting (parametric) models. The most
common approach is to use maximum likelihood estimation or MLE, which amounts to solving
the following optimization problem:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

p(D|θ) = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) (14.1)

If the dataset is N iid data samples, the likelihood decomposes into a product of terms, p(D|θ) =∏N
n=1 p(yn|xn,θ). Thus we can instead minimize the following (scaled) negative log likelihood:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

1

N

N∑

n=1

[− log p(yn|xn,θ)] (14.2)

We can generalize this by replacing the log loss �n(θ) = − log p(yn|xn,θ) with a more general
loss function to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) (14.3)

where r(θ) is the empirical risk

r(θ) =
1

N

N∑

n=1

�n(θ) (14.4)

This approach is called empirical risk minimization or ERM.
ERM can easily result in overfitting, so it is common to add a penalty or regularizer term to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) + λC(θ) (14.5)

where λ ≥ 0 controls the degree of regularization, and C(θ) is some complexity measure. If we use
log loss, and we define C(θ) = − log π0(θ), where π0(θ) is some prior distribution, and we use λ = 1,
we recover the MAP estimate

θ̂ = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) + log π0(θ) (14.6)

This can be solved using standard optimization methods (see Chapter 6).

.	 (14.1)

Если набор данных состоит из N независимых и одинаково распределенных 
примеров, то правдоподобие разлагается в произведение p(𝒟|θ) = ∏N

n=1 p(yn|xn, θ). 
Таким образом, мы можем вместо этого минимизировать следующее (масшта-
бированное) отрицательное логарифмическое правдоподобие:
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f(x;θ) = θTφ(x) for some fixed feature transformation φ), then the model is called a generalized
linear model or GLM, which we discuss in Chapter 15. If f is a non-linear, but differentiable, function
of θ (e.g., f(x;θ) = θT2φ(x;θ1) for some learnable function φ(x;θ1)), then it is common to represent
f using a neural network (Chapter 16). Other types of predictive model, such as decision trees and
random forests, are discussed in the prequel to this book, [Mur22].

14.1.2 Model fitting using ERM, MLE, and MAP

In this section, we briefly discuss some methods used for fitting (parametric) models. The most
common approach is to use maximum likelihood estimation or MLE, which amounts to solving
the following optimization problem:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

p(D|θ) = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) (14.1)

If the dataset is N iid data samples, the likelihood decomposes into a product of terms, p(D|θ) =∏N
n=1 p(yn|xn,θ). Thus we can instead minimize the following (scaled) negative log likelihood:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

1

N

N∑

n=1

[− log p(yn|xn,θ)] (14.2)

We can generalize this by replacing the log loss �n(θ) = − log p(yn|xn,θ) with a more general
loss function to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) (14.3)

where r(θ) is the empirical risk

r(θ) =
1

N

N∑

n=1

�n(θ) (14.4)

This approach is called empirical risk minimization or ERM.
ERM can easily result in overfitting, so it is common to add a penalty or regularizer term to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) + λC(θ) (14.5)

where λ ≥ 0 controls the degree of regularization, and C(θ) is some complexity measure. If we use
log loss, and we define C(θ) = − log π0(θ), where π0(θ) is some prior distribution, and we use λ = 1,
we recover the MAP estimate

θ̂ = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) + log π0(θ) (14.6)

This can be solved using standard optimization methods (see Chapter 6).

.	 (14.2)

Это можно обобщить, заменив логарифмическую потерю ln(θ)  =   
–log p(yn|xn, θ) более общей функцией потерь, так что
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f(x;θ) = θTφ(x) for some fixed feature transformation φ), then the model is called a generalized
linear model or GLM, which we discuss in Chapter 15. If f is a non-linear, but differentiable, function
of θ (e.g., f(x;θ) = θT2φ(x;θ1) for some learnable function φ(x;θ1)), then it is common to represent
f using a neural network (Chapter 16). Other types of predictive model, such as decision trees and
random forests, are discussed in the prequel to this book, [Mur22].

14.1.2 Model fitting using ERM, MLE, and MAP

In this section, we briefly discuss some methods used for fitting (parametric) models. The most
common approach is to use maximum likelihood estimation or MLE, which amounts to solving
the following optimization problem:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

p(D|θ) = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) (14.1)

If the dataset is N iid data samples, the likelihood decomposes into a product of terms, p(D|θ) =∏N
n=1 p(yn|xn,θ). Thus we can instead minimize the following (scaled) negative log likelihood:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

1

N

N∑

n=1

[− log p(yn|xn,θ)] (14.2)

We can generalize this by replacing the log loss �n(θ) = − log p(yn|xn,θ) with a more general
loss function to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) (14.3)

where r(θ) is the empirical risk

r(θ) =
1

N

N∑

n=1

�n(θ) (14.4)

This approach is called empirical risk minimization or ERM.
ERM can easily result in overfitting, so it is common to add a penalty or regularizer term to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) + λC(θ) (14.5)

where λ ≥ 0 controls the degree of regularization, and C(θ) is some complexity measure. If we use
log loss, and we define C(θ) = − log π0(θ), where π0(θ) is some prior distribution, and we use λ = 1,
we recover the MAP estimate

θ̂ = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) + log π0(θ) (14.6)

This can be solved using standard optimization methods (see Chapter 6).

,	 (14.3)

где r(θ) – эмпирический риск,
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f(x;θ) = θTφ(x) for some fixed feature transformation φ), then the model is called a generalized
linear model or GLM, which we discuss in Chapter 15. If f is a non-linear, but differentiable, function
of θ (e.g., f(x;θ) = θT2φ(x;θ1) for some learnable function φ(x;θ1)), then it is common to represent
f using a neural network (Chapter 16). Other types of predictive model, such as decision trees and
random forests, are discussed in the prequel to this book, [Mur22].

14.1.2 Model fitting using ERM, MLE, and MAP

In this section, we briefly discuss some methods used for fitting (parametric) models. The most
common approach is to use maximum likelihood estimation or MLE, which amounts to solving
the following optimization problem:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

p(D|θ) = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) (14.1)

If the dataset is N iid data samples, the likelihood decomposes into a product of terms, p(D|θ) =∏N
n=1 p(yn|xn,θ). Thus we can instead minimize the following (scaled) negative log likelihood:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

1

N

N∑

n=1

[− log p(yn|xn,θ)] (14.2)

We can generalize this by replacing the log loss �n(θ) = − log p(yn|xn,θ) with a more general
loss function to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) (14.3)

where r(θ) is the empirical risk

r(θ) =
1

N

N∑

n=1

�n(θ) (14.4)

This approach is called empirical risk minimization or ERM.
ERM can easily result in overfitting, so it is common to add a penalty or regularizer term to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) + λC(θ) (14.5)

where λ ≥ 0 controls the degree of regularization, and C(θ) is some complexity measure. If we use
log loss, and we define C(θ) = − log π0(θ), where π0(θ) is some prior distribution, and we use λ = 1,
we recover the MAP estimate

θ̂ = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) + log π0(θ) (14.6)

This can be solved using standard optimization methods (see Chapter 6).

.	 (14.4)

Такой подход называется минимизацией эмпирического риска (англ. 
empirical risk minimization – ERM).

28    Предсказательные модели: общий обзор



ERM часто приводит к переобучению, поэтому стандартной практикой яв-
ляется прибавление члена штрафа, или регуляризатора:
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common approach is to use maximum likelihood estimation or MLE, which amounts to solving
the following optimization problem:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

p(D|θ) = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) (14.1)

If the dataset is N iid data samples, the likelihood decomposes into a product of terms, p(D|θ) =∏N
n=1 p(yn|xn,θ). Thus we can instead minimize the following (scaled) negative log likelihood:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

1

N
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[− log p(yn|xn,θ)] (14.2)

We can generalize this by replacing the log loss �n(θ) = − log p(yn|xn,θ) with a more general
loss function to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) (14.3)

where r(θ) is the empirical risk

r(θ) =
1

N

N∑

n=1

�n(θ) (14.4)

This approach is called empirical risk minimization or ERM.
ERM can easily result in overfitting, so it is common to add a penalty or regularizer term to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) + λC(θ) (14.5)

where λ ≥ 0 controls the degree of regularization, and C(θ) is some complexity measure. If we use
log loss, and we define C(θ) = − log π0(θ), where π0(θ) is some prior distribution, and we use λ = 1,
we recover the MAP estimate

θ̂ = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) + log π0(θ) (14.6)

This can be solved using standard optimization methods (see Chapter 6).

,	 (14.5)

где λ ≥ 0 управляет степенью регуляризации, а C(θ) – некоторая мера сложно-
сти. Если использовать логарифмическую потерю, определить C(θ) = –log π0(θ), 
где π0(θ) – некоторое априорное распределение, и положить λ = 1, то мы вер-
немся к оценке MAP
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f(x;θ) = θTφ(x) for some fixed feature transformation φ), then the model is called a generalized
linear model or GLM, which we discuss in Chapter 15. If f is a non-linear, but differentiable, function
of θ (e.g., f(x;θ) = θT2φ(x;θ1) for some learnable function φ(x;θ1)), then it is common to represent
f using a neural network (Chapter 16). Other types of predictive model, such as decision trees and
random forests, are discussed in the prequel to this book, [Mur22].

14.1.2 Model fitting using ERM, MLE, and MAP

In this section, we briefly discuss some methods used for fitting (parametric) models. The most
common approach is to use maximum likelihood estimation or MLE, which amounts to solving
the following optimization problem:

θ̂ = argmax
θ∈Θ

p(D|θ) = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) (14.1)

If the dataset is N iid data samples, the likelihood decomposes into a product of terms, p(D|θ) =∏N
n=1 p(yn|xn,θ). Thus we can instead minimize the following (scaled) negative log likelihood:

θ̂ = argmin
θ∈Θ

1

N

N∑

n=1

[− log p(yn|xn,θ)] (14.2)

We can generalize this by replacing the log loss �n(θ) = − log p(yn|xn,θ) with a more general
loss function to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) (14.3)

where r(θ) is the empirical risk

r(θ) =
1

N

N∑

n=1

�n(θ) (14.4)

This approach is called empirical risk minimization or ERM.
ERM can easily result in overfitting, so it is common to add a penalty or regularizer term to get

θ̂ = argmin
θ∈Θ

r(θ) + λC(θ) (14.5)

where λ ≥ 0 controls the degree of regularization, and C(θ) is some complexity measure. If we use
log loss, and we define C(θ) = − log π0(θ), where π0(θ) is some prior distribution, and we use λ = 1,
we recover the MAP estimate

θ̂ = argmax
θ∈Θ

log p(D|θ) + log π0(θ) (14.6)

This can be solved using standard optimization methods (see Chapter 6).

.	 (14.6)

Эту задачу можно решить стандартными методами оптимизации (см. главу 6).

14.1.3. Обучение модели байесовскими методами, 
методами вариационного вывода и обобщенными 
байесовскими методами
Еще один способ предотвратить переобучение – оценивать распределение ве-
роятностей параметров, q(θ), вместо вычисления точечной оценки. То  есть 
мы можем попытаться оценить ERM в математическом ожидании:
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14.1.3 Model fitting using Bayes, VI, and generalized Bayes

Another way to prevent overfitting is to estimate a probability distribution over parameters, q(θ),
instead of a point estimate. That is, we can try to estimate the ERM in expectation:

q̂ = argmin
q∈P(Θ)

Eq(θ) [r(θ)] (14.7)

If P(Θ) is the space of all probability distributions over parameters, then the solution will converge
to a delta function that puts all its probability on the MLE. Thus this approach, on its own, will
not prevent overfitting. However, we can regularize the problem by preventing the distribution from
moving too far from the prior. If we measure the divergence between q and the prior using KL
divergence, we get

q̂ = argmin
q∈P(Θ)

Eq(θ) [r(θ)] +
1

λ
DKL (q ‖ π0) (14.8)

The solution to this problem is known as the Gibbs posterior, and is given by the following:

q̂(θ) =
e−λr(θ)π0(θ)∫

e−λr(θ′)π0(θ′)dθ′ (14.9)

This is widely used in the PAC-Bayes community (see e.g., [Alq21].
Now suppose we use log loss, and set λ = N , to get

q̂(θ) =
e
∑N

n=1 log p(yn|xn,θ)π0(θ)∫
e
∑N

n=1 log p(yn|xn,θ′)π0(θ′)dθ′
(14.10)

Then the resulting distribution is equivalent to the Bayes posterior:

q̂(θ) =
p(D|θ)π0(θ)∫

p(D|θ′)π0(θ′)dθ′ (14.11)

Often computing the Bayes posterior is intractable. We can simplify the problem by restricting
attention to a limited family of distributions, Q(Θ) ⊂ P(Θ). This gives rise to the following objective:
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.	 (14.7)

Если 𝒫(Θ) – пространство всех распределений вероятностей параметров, то 
решение будет сходиться к дельта-функции, которая отдает всю вероятность 
MLE. Таким образом, этот подход сам по себе не предотвращает переобучения. 
Однако мы можем регуляризировать задачу, не давая распределению слишком 
далеко отклоняться от априорного. Измерив расхождение КЛ между q и апри-
орным распределением, получим
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.	 (14.8)

Решение этой задачи называется апостериорным распределением Гиббса 
и имеет вид
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.	 (14.9)

Оно широко используется в сообществе, занимающемся PAC-байесовскими 
методами (см., например, [Alq21]).

Теперь, предположив, что используется логарифмическая потеря, и  поло-
жив λ = N, получим
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.	 (14.10)
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Тогда получающееся распределение эквивалентно байесовскому апостери-
орному распределению:
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.	 (14.11)

Часто вычислить байесовское апостериорное распределение невозможно. 
Мы можем упростить задачу, сосредоточив внимание на ограниченном семей-
стве распределений, 𝒬(Θ) ⊂ 𝒫(Θ). Это приводит к следующей целевой функции:
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.	 (14.12)

Такой подход называется вариационным выводом, детали см. в главе 10.
Его можно обобщить, заменив отрицательное логарифмическое правдопо-

добие риском общего вида, r(θ). Кроме того, расхождение КЛ можно заменить 
общим расхождением, D(q||π0), которому можно назначить вес λ. В результате 
получится такая целевая функция:
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.	 (14.13)

Это называется обобщенным байесовским выводом [BHW16; KJD19; KJD21].

14.2. Вычисление предсказательных моделей
В этом разделе мы обсудим, как оценить качество обученной дискриминант-
ной модели.

14.2.1. Собственные скоринговые правила
Общепринято измерять качество предсказательной модели с  помощью соб-
ственного скорингового правила [GR07a], определяемого следующим об-
разом. Пусть S(pθ, (y, x))  – оценка предсказательного распределения pθ(y|x) 
при заданном событии y|x ∼ p*(y|x), где p* – истинное условное распределе-
ние. (Если мы хотим оценить байесовскую модель, где параметр θ маргина-
лизируется вместо обусловливания по нему, то просто заменяем pθ(y|x) на 
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14.2 Evaluating predictive models

In this section we discuss how to evaluate the quality of a trained discriminative model.

14.2.1 Proper scoring rules

It is common to measure performance of a predictive model using a proper scoring rule [GR07a],
which is defined as follows. Let S(pθ, (y,x)) be the score for predictive distribution pθ(y|x) when
given an event y|x ∼ p∗(y|x), where p∗ is the true conditional distribution. (If we want to evaluate
a Bayesian model, where we marginalize out θ rather than condition on it, we just replace pθ(y|x)
with p(y|x) =

∫
pθ(y|x)p(θ|D)dθ.) The expected score is defined by

S(pθ, p
∗) =

∫
p∗(x)p∗(y|x)S(pθ, (y,x))dydx (14.14)

A proper scoring rule is one where S(pθ, p
∗) ≤ S(p∗, p∗), with equality iff pθ(y|x) = p∗(y|x). Thus

maximizing such a proper scoring rule will force the model to match the true probabilities.
The log-likelihood, S(pθ, (y,x)) = log pθ(y|x), is a proper scoring rule. This follows from Gibbs

inequality:

S(pθ, p
∗) = Ep∗(x)p∗(y|x) [log pθ(y|x)] ≤ Ep∗(x)p∗(y|x) [log p

∗(y|x)] (14.15)

Therefore minimizing the NLL (aka log loss) should result in well-calibrated probabilities. However,
in practice, log-loss can over-emphasize tail probabilities [QC+06].

A common alternative is to use the Brier score [Bri50], which is defined as follows:

S(pθ, (y,x)) �
1

C

C∑

c=1

(pθ(y = c|x)− I (y = c))2 (14.16)

This is just the squared error of the predictive distribution p = p(1 : C|x) compared to the one-hot
label distribution y. Since it based on squared error, the Brier score is less sensitive to extremely
rare or extremely common classes. The Brier score is also a proper scoring rule.

14.2.2 Calibration

A model whose predicted probabilities match the empirical frequencies is said to be calibrated
[Daw82; NMC05; Guo+17]. For example, if a classifier predicts p(y = c|x) = 0.9, then we expect this
to be the true label about 90% of the time. A well-calibrated model is useful to avoid making the
wrong decision when the outcome is too uncertain. In the sections below, we discuss some ways to
measure and improve calibration.

14.2.2.1 Expected calibration error

To assess calibration, we divide the predicted probabilities into a finite set of bins or buckets, and then
assess the discrepancy between the empirical probability and the predicted probability by counting.
More precisely, suppose we have B bins. Let Bb be the set of indices of samples whose prediction

.) Ожидаемая оценка определяется так:
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.	 (14.14)

Собственное скоринговое правило – это такая оценка, для которой S(pθ, p
*) ≤ 

S(p*, p*), причем равенство достигается тогда и только тогда, когда pθ(y|x) = p*(y|x). 
Таким образом, максимизация такого собственного скорингового правила за-
ставляет модель находить истинные вероятности.

Логарифмическое правдоподобие, S(pθ, (y, x)) = log pθ(y|x), является собствен-
ным правилом оценивания. Это следует из неравенства Гиббса:
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Therefore minimizing the NLL (aka log loss) should result in well-calibrated probabilities. However,
in practice, log-loss can over-emphasize tail probabilities [QC+06].

A common alternative is to use the Brier score [Bri50], which is defined as follows:

S(pθ, (y,x)) �
1

C

C∑

c=1

(pθ(y = c|x)− I (y = c))2 (14.16)

This is just the squared error of the predictive distribution p = p(1 : C|x) compared to the one-hot
label distribution y. Since it based on squared error, the Brier score is less sensitive to extremely
rare or extremely common classes. The Brier score is also a proper scoring rule.

14.2.2 Calibration

A model whose predicted probabilities match the empirical frequencies is said to be calibrated
[Daw82; NMC05; Guo+17]. For example, if a classifier predicts p(y = c|x) = 0.9, then we expect this
to be the true label about 90% of the time. A well-calibrated model is useful to avoid making the
wrong decision when the outcome is too uncertain. In the sections below, we discuss some ways to
measure and improve calibration.

14.2.2.1 Expected calibration error

To assess calibration, we divide the predicted probabilities into a finite set of bins or buckets, and then
assess the discrepancy between the empirical probability and the predicted probability by counting.
More precisely, suppose we have B bins. Let Bb be the set of indices of samples whose prediction

.	 (14.15)
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Поэтому минимизация отрицательного логарифмического правдоподобия 
(иначе говоря, логарифмической потери) должна давать хорошо откалиб­
рованные вероятности. Однако на практике логарифмическая потеря может 
придавать чрезмерный вес хвостовым вероятностям [QC+06].

Распространенная альтернатива – использовать оценку	Брайера, опреде­
ляемую следующим образом:
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14.2 Evaluating predictive models

In this section we discuss how to evaluate the quality of a trained discriminative model.

14.2.1 Proper scoring rules

It is common to measure performance of a predictive model using a proper scoring rule [GR07a],
which is defined as follows. Let S(pθ, (y,x)) be the score for predictive distribution pθ(y|x) when
given an event y|x ∼ p∗(y|x), where p∗ is the true conditional distribution. (If we want to evaluate
a Bayesian model, where we marginalize out θ rather than condition on it, we just replace pθ(y|x)
with p(y|x) =

∫
pθ(y|x)p(θ|D)dθ.) The expected score is defined by

S(pθ, p
∗) =

∫
p∗(x)p∗(y|x)S(pθ, (y,x))dydx (14.14)

A proper scoring rule is one where S(pθ, p
∗) ≤ S(p∗, p∗), with equality iff pθ(y|x) = p∗(y|x). Thus

maximizing such a proper scoring rule will force the model to match the true probabilities.
The log-likelihood, S(pθ, (y,x)) = log pθ(y|x), is a proper scoring rule. This follows from Gibbs

inequality:

S(pθ, p
∗) = Ep∗(x)p∗(y|x) [log pθ(y|x)] ≤ Ep∗(x)p∗(y|x) [log p

∗(y|x)] (14.15)

Therefore minimizing the NLL (aka log loss) should result in well-calibrated probabilities. However,
in practice, log-loss can over-emphasize tail probabilities [QC+06].

A common alternative is to use the Brier score [Bri50], which is defined as follows:

S(pθ, (y,x)) �
1

C

C∑

c=1

(pθ(y = c|x)− I (y = c))2 (14.16)

This is just the squared error of the predictive distribution p = p(1 : C|x) compared to the one-hot
label distribution y. Since it based on squared error, the Brier score is less sensitive to extremely
rare or extremely common classes. The Brier score is also a proper scoring rule.

14.2.2 Calibration

A model whose predicted probabilities match the empirical frequencies is said to be calibrated
[Daw82; NMC05; Guo+17]. For example, if a classifier predicts p(y = c|x) = 0.9, then we expect this
to be the true label about 90% of the time. A well-calibrated model is useful to avoid making the
wrong decision when the outcome is too uncertain. In the sections below, we discuss some ways to
measure and improve calibration.

14.2.2.1 Expected calibration error

To assess calibration, we divide the predicted probabilities into a finite set of bins or buckets, and then
assess the discrepancy between the empirical probability and the predicted probability by counting.
More precisely, suppose we have B bins. Let Bb be the set of indices of samples whose prediction

. (14.16)

Это просто квадратичная ошибка предсказательного распределения 
p = p(1 : C|x) по сравнению с унитарным распределением меток y. Поскольку 
оценка Брайера основана на квадратичной ошибке, она менее чувствитель­
на к исключительно редким или исключительно частым классам. Она также 
является собственным скоринговым правилом.

14.2.2. Калибровка
Модель, для которой предсказанные вероятности совпадают с эмпирическими 
частотами, называется откалиброванной [Daw82; NMC05; Guo+17]. Напри­
мер, если классификатор предсказывает p(y  = c|x)  =  0.9, то мы ожидаем, что 
эта метка будет истинной в 90 % случаев. Хорошо откалиброванная модель по­
лезна, поскольку позволяет избегать неверных решений, когда исход слишком 
неопределенный. В разделах ниже мы обсудим некоторые способы измерить 
и улучшить калибровку.

14.2.2.1. Ожидаемая ошибка калибровки
Для оценивания калибровки мы разбиваем предсказанные вероятности на ко­
нечное множество интервалов и оцениваем расхождение между эмпирической 
и предсказанной вероятностями путем подсчета. Точнее, предположим, что име­
ется B интервалов. Обозначим ℬb множество индексов примеров, для которых 
уверенность в  правильности предсказания попадает в  интервал 
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Figure 14.1: Reliability diagrams for the ResNet CNN image classifier [He+16b] applied to CIFAR-100
dataset. ECE is the expected calibration error, and measures the size of the red gap. Methods from left to
right: original probabilities; after temperature scaling; after histogram binning; after isotonic regression. From
Figure 4 of [Guo+17]. Used with kind permission of Chuan Guo.

confidence falls into the interval Ib = ( b−1
B , b

B ]. Here we use uniform bin widths, but we could also
define the bins so that we can get an equal number of samples in each one.

Let f(x)c = p(y = c|x), ŷn = argmaxc∈{1,...,C} f(xn)c, and p̂n = maxc∈{1,...,C} f(xn)c. The
accuracy within bin b is defined as

acc(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

I (ŷn = yn) (14.17)

The average confidence within this bin is defined as

conf(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

p̂n (14.18)

If we plot accuracy vs confidence, we get a reliability diagram, as shown in Figure 14.1. The
gap between the accuracy and confidence is shown in the red bars. We can measure this using the
expected calibration error (ECE) [NCH15]:

ECE(f) =

B∑

b=1

|Bb|
B

|acc(Bb)− conf(Bb)| (14.19)

In the multiclass case, the ECE only looks at the error of the MAP (top label) prediction. We
can extend the metric to look at all the classes using the marginal calibration error, proposed in
[KLM19]:

MCE =

C∑

c=1

wcE
[
(p(Y = c|f(x)c)− f(x)c)

2
]

(14.20)

=
C∑

c=1

wc

B∑

b=1

|Bb,c|
B

(acc(Bb,c)− conf(Bb,c))
2 (14.21)

. 
Здесь мы использовали интервалы равной ширины, но можно было бы опреде­
лить интервалы так, что в каждый попадает одинаковое число примеров.

Обозначим f(x)c = p(y = c|x), y^n = argmaxc∊{1,…,C} f(xn)c и p̂n = maxc∊{1,…,C} f(xn)c. Точ­
ность в интервале b определяется как
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Figure 14.1: Reliability diagrams for the ResNet CNN image classifier [He+16b] applied to CIFAR-100
dataset. ECE is the expected calibration error, and measures the size of the red gap. Methods from left to
right: original probabilities; after temperature scaling; after histogram binning; after isotonic regression. From
Figure 4 of [Guo+17]. Used with kind permission of Chuan Guo.

confidence falls into the interval Ib = ( b−1
B , b

B ]. Here we use uniform bin widths, but we could also
define the bins so that we can get an equal number of samples in each one.

Let f(x)c = p(y = c|x), ŷn = argmaxc∈{1,...,C} f(xn)c, and p̂n = maxc∈{1,...,C} f(xn)c. The
accuracy within bin b is defined as

acc(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

I (ŷn = yn) (14.17)

The average confidence within this bin is defined as

conf(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

p̂n (14.18)

If we plot accuracy vs confidence, we get a reliability diagram, as shown in Figure 14.1. The
gap between the accuracy and confidence is shown in the red bars. We can measure this using the
expected calibration error (ECE) [NCH15]:

ECE(f) =

B∑

b=1

|Bb|
B

|acc(Bb)− conf(Bb)| (14.19)

In the multiclass case, the ECE only looks at the error of the MAP (top label) prediction. We
can extend the metric to look at all the classes using the marginal calibration error, proposed in
[KLM19]:

MCE =

C∑

c=1

wcE
[
(p(Y = c|f(x)c)− f(x)c)

2
]

(14.20)

=
C∑

c=1

wc

B∑

b=1

|Bb,c|
B

(acc(Bb,c)− conf(Bb,c))
2 (14.21)

. (14.17)

Средняя достоверность в этом интервале определяется как
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confidence falls into the interval Ib = ( b−1
B , b

B ]. Here we use uniform bin widths, but we could also
define the bins so that we can get an equal number of samples in each one.

Let f(x)c = p(y = c|x), ŷn = argmaxc∈{1,...,C} f(xn)c, and p̂n = maxc∈{1,...,C} f(xn)c. The
accuracy within bin b is defined as

acc(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

I (ŷn = yn) (14.17)

The average confidence within this bin is defined as

conf(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

p̂n (14.18)

If we plot accuracy vs confidence, we get a reliability diagram, as shown in Figure 14.1. The
gap between the accuracy and confidence is shown in the red bars. We can measure this using the
expected calibration error (ECE) [NCH15]:

ECE(f) =

B∑

b=1

|Bb|
B

|acc(Bb)− conf(Bb)| (14.19)

In the multiclass case, the ECE only looks at the error of the MAP (top label) prediction. We
can extend the metric to look at all the classes using the marginal calibration error, proposed in
[KLM19]:

MCE =

C∑

c=1

wcE
[
(p(Y = c|f(x)c)− f(x)c)

2
]

(14.20)

=
C∑

c=1

wc

B∑

b=1

|Bb,c|
B

(acc(Bb,c)− conf(Bb,c))
2 (14.21)

. (14.18)

Построив график зависимости точности от достоверности, мы получим ди-
аграмму	надежности, представленную на рис. 14.1. Расхождение между точ­
ностью и достоверностью показано красными столбиками. Его можно изме­
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рить с помощью ожидаемой	ошибки	калибровки (англ. expected calibration 
error – ECE) [NCH15]:
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Figure 14.1: Reliability diagrams for the ResNet CNN image classifier [He+16b] applied to CIFAR-100
dataset. ECE is the expected calibration error, and measures the size of the red gap. Methods from left to
right: original probabilities; after temperature scaling; after histogram binning; after isotonic regression. From
Figure 4 of [Guo+17]. Used with kind permission of Chuan Guo.

confidence falls into the interval Ib = ( b−1
B , b

B ]. Here we use uniform bin widths, but we could also
define the bins so that we can get an equal number of samples in each one.

Let f(x)c = p(y = c|x), ŷn = argmaxc∈{1,...,C} f(xn)c, and p̂n = maxc∈{1,...,C} f(xn)c. The
accuracy within bin b is defined as

acc(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

I (ŷn = yn) (14.17)

The average confidence within this bin is defined as

conf(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

p̂n (14.18)

If we plot accuracy vs confidence, we get a reliability diagram, as shown in Figure 14.1. The
gap between the accuracy and confidence is shown in the red bars. We can measure this using the
expected calibration error (ECE) [NCH15]:

ECE(f) =
B∑

b=1

|Bb|
B

|acc(Bb)− conf(Bb)| (14.19)

In the multiclass case, the ECE only looks at the error of the MAP (top label) prediction. We
can extend the metric to look at all the classes using the marginal calibration error, proposed in
[KLM19]:

MCE =

C∑

c=1

wcE
[
(p(Y = c|f(x)c)− f(x)c)

2
]

(14.20)

=
C∑

c=1

wc

B∑

b=1

|Bb,c|
B

(acc(Bb,c)− conf(Bb,c))
2 (14.21)

. (14.19)
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Рис. 14.1.	Диаграммы надежности для классификатора изображений на основе СНС ResNet 
CNN [He+16b] в применении к набору данных CIFAR-100. ECE (expected calibration error) – 
ожидаемая ошибка калибровки, которая измеряет размер выделенных красным цветом 

расхождений. Методы слева направо: исходные вероятности, после температурного масшта-
бирования, после распределения по интервалам, после изотонической регрессии. На основе 

рис. 4 из работы [Guo+17]. Печатается с разрешения Чуань Гуо

В случае нескольких классов ECE смотрит только на ошибку в предсказании 
MAP (лучшая метка). Мы можем обобщить эту метрику, так чтобы она прини­
мала во внимание все классы, введя в рассмотрение маргинальную	ошибку	
калибровки	(MCE), предложенную в работе [KLM19]:
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Figure 14.1: Reliability diagrams for the ResNet CNN image classifier [He+16b] applied to CIFAR-100
dataset. ECE is the expected calibration error, and measures the size of the red gap. Methods from left to
right: original probabilities; after temperature scaling; after histogram binning; after isotonic regression. From
Figure 4 of [Guo+17]. Used with kind permission of Chuan Guo.

confidence falls into the interval Ib = ( b−1
B , b

B ]. Here we use uniform bin widths, but we could also
define the bins so that we can get an equal number of samples in each one.

Let f(x)c = p(y = c|x), ŷn = argmaxc∈{1,...,C} f(xn)c, and p̂n = maxc∈{1,...,C} f(xn)c. The
accuracy within bin b is defined as

acc(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

I (ŷn = yn) (14.17)

The average confidence within this bin is defined as

conf(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

p̂n (14.18)

If we plot accuracy vs confidence, we get a reliability diagram, as shown in Figure 14.1. The
gap between the accuracy and confidence is shown in the red bars. We can measure this using the
expected calibration error (ECE) [NCH15]:

ECE(f) =

B∑

b=1

|Bb|
B

|acc(Bb)− conf(Bb)| (14.19)

In the multiclass case, the ECE only looks at the error of the MAP (top label) prediction. We
can extend the metric to look at all the classes using the marginal calibration error, proposed in
[KLM19]:

MCE =

C∑

c=1

wcE
[
(p(Y = c|f(x)c)− f(x)c)

2
]

(14.20)

=
C∑

c=1

wc

B∑

b=1

|Bb,c|
B

(acc(Bb,c)− conf(Bb,c))
2 (14.21)

 (14.20)
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confidence falls into the interval Ib = ( b−1
B , b

B ]. Here we use uniform bin widths, but we could also
define the bins so that we can get an equal number of samples in each one.

Let f(x)c = p(y = c|x), ŷn = argmaxc∈{1,...,C} f(xn)c, and p̂n = maxc∈{1,...,C} f(xn)c. The
accuracy within bin b is defined as

acc(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

I (ŷn = yn) (14.17)

The average confidence within this bin is defined as

conf(Bb) =
1

|Bb|
∑

n∈Bb

p̂n (14.18)

If we plot accuracy vs confidence, we get a reliability diagram, as shown in Figure 14.1. The
gap between the accuracy and confidence is shown in the red bars. We can measure this using the
expected calibration error (ECE) [NCH15]:

ECE(f) =

B∑

b=1

|Bb|
B

|acc(Bb)− conf(Bb)| (14.19)

In the multiclass case, the ECE only looks at the error of the MAP (top label) prediction. We
can extend the metric to look at all the classes using the marginal calibration error, proposed in
[KLM19]:

MCE =

C∑

c=1

wcE
[
(p(Y = c|f(x)c)− f(x)c)

2
]

(14.20)

=
C∑

c=1

wc

B∑

b=1

|Bb,c|
B

(acc(Bb,c)− conf(Bb,c))
2 (14.21), (14.21)

где ℬb,c – b­й интервал для класса c, а wc ∊ [0, 1] обозначает значимость класса c. 
(Мы можем положить wc = 1/C, если все классы одинаково значимы.) В работе 
[Nix+19] эта метрика названа статической	ошибкой	калибровки и показано, 
что некоторые методы с хорошей ECE могут иметь плохую MCE. Другие метри­
ки многоклассовой калибровки обсуждаются в работе [WLZ19].

14.2.2.2. Улучшение калибровки
В принципе, при любой методике обучения классификатора, которая опти­
мизирует собственное скоринговое правило (например, NLL), автоматически 
должен получаться хорошо откалиброванный классификатор. Однако на прак­
тике несбалансированные наборы данных могут приводить к плохо откалиб­
рованным предсказаниям. Ниже мы обсудим различные способы улучшения 
калибровки вероятностных классификаторов, следуя работе [Guo+17].
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14.2.2.3. Масштабирование Платта
Пусть z – логарифмическое отношение шансов, или логит, а значение p = σ(z) 
порождено вероятностным бинарным классификатором. Мы хотим преобра­
зовать его в лучше откалиброванное значение q. Простейший способ сделать 
это называется масштабированием	Платта и был предложен в работе [Pla00]. 
Идея в том, чтобы вычислить q = σ(az + b), где a и b оцениваются по максималь­
ному правдоподобию на контрольном наборе.

В случае нескольких классов мы можем обобщить  масштабирование Пла­
та, воспользовавшись масштабированием матриц: q  = softmax(Wz + b), где 
W и b оцениваются с помощью максимального правдоподобия на контроль­
ном наборе. Поскольку W имеет K×K параметров, где K – количество классов, 
этот метод склонен к переобучению, поэтому на практике мы ограничиваемся 
диагональными матрицами W.

14.2.2.4. Непараметрические (гистограммные) методы
Метод масштабирования Платта делает сильное предположение о форме ка­
либровочной кривой. Более гибкий, непараметрический метод заключается 
в  том, чтобы распределить предсказанные вероятности по интервалам, pm, 
и  оценивать эмпирическую вероятность qm для каждого такого интервала; 
затем мы заменяем pm на qm; это называется построением	 гистограммы
[ZE01a]. Данный метод можно регуляризировать, потребовав, чтобы функ­
ция q  = f(p) была кусочно­постоянной и  неубывающей; это называется изо-
тонической	 регрессией [ZE01a]. Альтернативный подход, называемый ка-
либровкой	с масштабированием	и распределением	по	интервалам (англ.
scaling­binning calibrator), заключается в том, чтобы применить какой­нибудь 
метод масштабирования (например, Платта), а затем к результату – построе­
ние гистограммы. Преимущество в том, что в каждом интервале оказывает­
ся среднее масштабированных вероятностей вместо среднего наблюдаемых 
бинарных меток (см. рис. 14.2). В работе [KLM19] доказано, что это приводит 
к лучшей калибровке вследствие меньшей дисперсии оценки.

В случае нескольких классов z – вектор логитов, а p = softmax(z) – вектор ве­
роятностей. Мы хотим преобразовать его в лучше откалиброванную версию, q. 
В работе [ZE01b] предлагается обобщить построение гистограммы и изотони­
ческую регрессию на этот случай, применив описанный выше бинарный ме­
тод к каждой из K задач «один против остальных», где K – количество классов. 
Однако для этого требуется K отдельных моделей калибровки, и в результате 
получается ненормированное распределение вероятностей.

14.2.2.5. Температурное масштабирование
В работе [Guo+17] эмпирически установлено, что диагональная версия мас­
штабирования Платта применительно к  разнообразным глубоким нейрон­
ным сетям часто заканчивалась обучением вектора вида w = (c, c, …, c) для 
некоторой постоянной c. Это наводит на мысль о существовании более прос­
той формы масштабирования, которую авторы называют температурным: 
q = softmax(z/T), где T > 0 – параметр температуры, который можно оценить 
с помощью максимального правдоподобия на контрольном наборе. Этот па­
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раметр делает пики распределения менее выраженными, как показано на 
рис.  14.3. В  работе [Guo+17] эмпирически показано, что этот метод порож-
дает наименьшую ECE в различных задачах классификации с применением 
ГНС (см. визуализацию на рис. 14.1). Кроме того, он гораздо проще и быстрее 
других методов.
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Figure 14.2: Visualization of 3 different approaches to calibrating a binary probabilistic classifier. Black crosses
are the observed binary labels, red lines are the calibrated outputs. (a) Platt scaling. (b) Histogram binning
with 3 bins. The output in each bin is the average of the binary labels in each bin. (c) The scaling-binning
calibrator. This first applies Platt scaling, and then computes the average of the scaled points (gray circles) in
each bin. From Figure 1 of [KLM19]. Used with kind permission of Ananya Kumar.
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Figure 14.3: Softmax distribution softmax(a/T ), where a = (3, 0, 1), at temperatures of T = 100, T = 2
and T = 1. When the temperature is high (left), the distribution is uniform, whereas when the temperature
is low (right), the distribution is “spiky”, with most of its mass on the largest element. Generated by
softmax_plot.ipynb.

where T > 0 is a temperature parameter, which can be estimated by maximum likelihood on the
validation set. The effect of this temperature parameter is to make the distribution less peaky, as
shown in Figure 14.3. [Guo+17] show empirically that this method produces the lowest ECE on a
variety of DNN classification problems (see Figure 14.1 for a visualization). Furthermore, it is much
simpler and faster than the other methods.

Note that Platt scaling and temperature scaling do not affect the identity of the most probable
class label, so these methods have no impact on classification accuracy. However, they do improve
calibration performance. A more recent multi-class calibration method is discussed in [Kul+19].

14.2.2.6 Label smoothing

When training classifiers, we usually represent the true target label as a one-hot vector, say y = (0, 1, 0)
to represent class 2 out of 3. We can improve results if we “spread” some of the probability mass
across all the bins. For example we may use y = (0.1, 0.8, 0.1). This is called label smoothing and
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Рис. 14.2. Визуализация трех разных подходов к калибровке бинарного вероятностного 
классификатора. Черные крестики – наблюдаемые бинарные метки, красные линии – 

откалиброванные выходы: (a) масштабирование Платта; (b) построение гистограммы с тремя 
интервалами. Выход в каждом интервале – среднее попавших в него бинарных меток; 
(c) калибровка с масштабированием и построением гистограммы. Сначала применяется 

масштабирование Платта, а затем вычисляется среднее масштабированных точек 
(серые кружочки) в каждом интервале. На основе рис. 1 из работы [KLM19]. Печатается 

с разрешения Анании Кумара

Рис. 14.3. Распределение softmax(a/T), где a = (3, 0, 1), при температурах T = 100, T = 2 и T = 1. 
Когда температура высока (слева), распределение равномерное, а когда мала (справа), 

распределение «остроконечное», и наибольшая масса вероятности приходится на самый 
большой элемент. Построено программой softmax_plot.ipynb

Отметим, что масштабирование Платта и температурное масштабирова-
ние не влияют на метку самого вероятного класса, так что эти методы не ока-
зывают влияния на верность классификации. Однако они улучшают качество 
калибровки. Более современный метод многоклассовой калибровки обсуж-
дается в работе [Kul+19].
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14.2.2.6. Сглаживание меток
При обучении классификаторов истинная целевая метка обычно представляется 
унитарным вектором – скажем, y = (0, 1, 0) представляет класс 2 из трех. Результа-
ты можно улучшить, если «размазать» часть массы вероятности по всем интерва-
лам. Например, можно положить y = (0.1, 0.8, 0.1). Это называется сглаживанием 
меток и часто приводит к лучше откалиброванным моделям [MKH19].

14.2.2.7. Байесовские методы
Байесовские подходы к  обучению классификаторов часто приводят к  лучше 
откалиброванным предсказаниям, т. к. представляют неопределенность в па-
раметрах. Пример см. в разделе 17.3.8. Однако в работе [Ova+19] показано, что 
хорошо откалиброванные модели (даже байесовские) часто становятся отка-
либрованными неправильно, если применяются к входам, происходящим из 
другого распределения (детали см. в разделе 19.2).

14.2.3. За пределами вычисления маргинальных 
вероятностей
Калибровка (раздел 14.2.2) относится в первую очередь к оценке свойств мар-
гинального предсказательного распределения p(y|x). Но иногда этого недоста-
точно для различения хорошей и плохой моделей, особенно в контексте онлай-
нового обучения и последовательного принятия решений, как отмечено в ра-
ботах [Lu+22; Osb+21; WSG21; KKG22]. Рассмотрим, к примеру, двух обучающих-
ся агентов, которые  наблюдают последовательность подбрасываний монеты. 
Обозначим исход в момент t Yt ∼ Ber(θ), где θ – неизвестный параметр. Агент 1 
полагает, что θ = 2/3, а агент 2 – что θ = 0 или θ = 1, но не уверен, какое именно 
значение истинно, и  назначает этим событиям вероятности 1/3 и  2/3. Таким 
образом, оба агента, несмотря на различные модели, делают одинаковые пред-
сказания следующего исхода: p(Yi

1 = 0) = 1/3 для агентов i = 1, 2. Однако предска-
зания агентов о последовательности τ будущих исходов сильно различаются: 
агент 1 предсказывает, что каждое отдельное подбрасывание монеты – собы-
тие, имеющее распределение Бернулли, вероятностный характер которого обу­
словлен неустранимым шумом, или алеаторической неопределенностью:
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often results in better-calibrated models [MKH19].

14.2.2.7 Bayesian methods

Bayesian approaches to fitting classifiers often result in more calibrated predictions, since they
represent uncertainty in the parameters. See Section 17.3.8 for an example. However, [Ova+19]
shows that well-calibrated models (even Bayesian ones) often become mis-calibrated when applied to
inputs that come from a different distribution (see Section 19.2 for details).

14.2.3 Beyond evaluating marginal probabilities

Calibration (Section 14.2.2) focuses on assessing properties of the marginal predictive distribution
p(y|x). But this can sometimes be insufficient to distinguish between a good and bad model, especially
in the context of online learning and sequential decision making, as pointed out in [Lu+22; Osb+21;
WSG21; KKG22]. For example, consider two learning agents who observe a sequence of coin tosses.
Let the outcome at time t be Yt ∼ Ber(θ), where θ is the unknown parameter. Agent 1 believes
θ = 2/3, whereas agent 2 believes either θ = 0 or θ = 1, but is not sure which, and puts probabilities
1/3 and 2/3 on these events. Thus both agents, despite having different models, make identical
predictions for the next outcome: p(Y i

1 = 0) = 1/3 for agents i = 1, 2. However, the predictions of
the two agents about a sequence of τ future outcomes is very different: In particular, agent 1 predicts
each individual coin toss is a random Bernoulli event, where the probability is due to irreducible
noise or aleatoric uncertainty:

p(Y 1
1 = 0, . . . , Y 1

τ = 0) =
1

3τ
(14.22)

By contrast, agent 2 predicts that the sequence will either be all heads or all tails, where the
probability is induced by epistemic uncertainty about the true parameters:

p(Y 2
1 = y1, . . . , Y

2
τ = yτ ) =





1/3 if y1 = · · · = yτ = 0

2/3 if y1 = · · · = yτ = 1

0 otherwise
(14.23)

The difference in beliefs between these agents will impact their behavior. For example, in a casino,
agent 1 incurs little risk on repeatedly betting on heads in the long run, but for agent 2, this would
be a very unwise strategy, and some initial information gathering (exploration) would be worthwhile.

Based on the above, we see that it is useful to evaluate joint predictive distributions when assessing
predictive models. In [Lu+22; Osb+21] they propose to evaluate the posterior predictive distributions
over τ outcomes y = YT+1:T+τ , given a set of τ inputs x = XT :T+τ−1, and the past T data samples,
DT = {(Xt, Yt+1) : t = 0, 1, . . . , T − 1}. The Bayes optimal predictive distribution is

PB
T = p(y|x,DT ) (14.24)

This is usually intractable to compute. Instead the agent will use an approximate distribution, known
as a belief state, which we denote by

QT = p(y|x,DT ) (14.25)

.	 (14.22)

C другой стороны, агент 2 предсказывает, что выпадут либо все орлы, либо 
все решки, а вероятностный характер обусловлен эпистемической неопре-
деленностью истинных параметров:
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predictive models. In [Lu+22; Osb+21] they propose to evaluate the posterior predictive distributions
over τ outcomes y = YT+1:T+τ , given a set of τ inputs x = XT :T+τ−1, and the past T data samples,
DT = {(Xt, Yt+1) : t = 0, 1, . . . , T − 1}. The Bayes optimal predictive distribution is

PB
T = p(y|x,DT ) (14.24)

This is usually intractable to compute. Instead the agent will use an approximate distribution, known
as a belief state, which we denote by

QT = p(y|x,DT ) (14.25)

в противном случае.
,   если
,   если

.	 (14.23)

Различие предположений этих агентов влияет на их поведение. Например, 
в казино агент 1 считает небольшим риском раз за разом ставить на выпадение 
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орлов в конечном итоге, но для агента 2 такая стратегия была бы крайне неразум­
ной, и стоило бы для начала собрать информацию (провести исследование).

Исходя из вышеизложенного, мы видим, что при оценивании предсказа-
тельных моделей полезно вычислять совместные предсказательные распре-
деления. В  работах [Lu+22; Osb+21] предлагается вычислять апостериорные 
предсказательные распределения τ исходов y = YT+1:T+τ при условии множества 
τ входов x = XT:T+τ–1 и прошлых T примеров данных, 𝒟T = {(Xt, Yt+1) : t = 0, 1, …, 
T – 1}. Байесовское оптимальное предсказательное распределение имеет вид
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often results in better-calibrated models [MKH19].

14.2.2.7 Bayesian methods

Bayesian approaches to fitting classifiers often result in more calibrated predictions, since they
represent uncertainty in the parameters. See Section 17.3.8 for an example. However, [Ova+19]
shows that well-calibrated models (even Bayesian ones) often become mis-calibrated when applied to
inputs that come from a different distribution (see Section 19.2 for details).

14.2.3 Beyond evaluating marginal probabilities

Calibration (Section 14.2.2) focuses on assessing properties of the marginal predictive distribution
p(y|x). But this can sometimes be insufficient to distinguish between a good and bad model, especially
in the context of online learning and sequential decision making, as pointed out in [Lu+22; Osb+21;
WSG21; KKG22]. For example, consider two learning agents who observe a sequence of coin tosses.
Let the outcome at time t be Yt ∼ Ber(θ), where θ is the unknown parameter. Agent 1 believes
θ = 2/3, whereas agent 2 believes either θ = 0 or θ = 1, but is not sure which, and puts probabilities
1/3 and 2/3 on these events. Thus both agents, despite having different models, make identical
predictions for the next outcome: p(Y i

1 = 0) = 1/3 for agents i = 1, 2. However, the predictions of
the two agents about a sequence of τ future outcomes is very different: In particular, agent 1 predicts
each individual coin toss is a random Bernoulli event, where the probability is due to irreducible
noise or aleatoric uncertainty:

p(Y 1
1 = 0, . . . , Y 1

τ = 0) =
1

3τ
(14.22)

By contrast, agent 2 predicts that the sequence will either be all heads or all tails, where the
probability is induced by epistemic uncertainty about the true parameters:

p(Y 2
1 = y1, . . . , Y

2
τ = yτ ) =





1/3 if y1 = · · · = yτ = 0

2/3 if y1 = · · · = yτ = 1

0 otherwise
(14.23)

The difference in beliefs between these agents will impact their behavior. For example, in a casino,
agent 1 incurs little risk on repeatedly betting on heads in the long run, but for agent 2, this would
be a very unwise strategy, and some initial information gathering (exploration) would be worthwhile.

Based on the above, we see that it is useful to evaluate joint predictive distributions when assessing
predictive models. In [Lu+22; Osb+21] they propose to evaluate the posterior predictive distributions
over τ outcomes y = YT+1:T+τ , given a set of τ inputs x = XT :T+τ−1, and the past T data samples,
DT = {(Xt, Yt+1) : t = 0, 1, . . . , T − 1}. The Bayes optimal predictive distribution is

PB
T = p(y|x,DT ) (14.24)

This is usually intractable to compute. Instead the agent will use an approximate distribution, known
as a belief state, which we denote by

QT = p(y|x,DT ) (14.25)

.	 (14.24)

Обычно вычислить его невозможно. Вместо этого агент использует прибли-
женное распределение, называемое доверительным состоянием, которое 
мы обозначим

QT = p(y|x, 𝒟T).	 (14.25)

Естественной метрикой качества является расхождение КЛ между этими 
распределениями. Поскольку она зависит от входов x  и 𝒟T  =  (X0:T–1, Y1:T), мы 
усредним расхождение КЛ по этим значениям, выбираемым независимо из 
истинного распределения, порождающего данные, которое мы обозначим

QT = p(y|x, 𝒟T),	 (14.26)

где ℰ – истинное, но неизвестное окружение. Таким образом, мы определяем 
нашу метрику как
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The natural performance metric is the KL between these distributions. Since this depend on the
inputs x and DT = (X0:T−1, Y1:T ), we will averaged the KL over these values, which are drawn iid
from the true data generating distribution, which we denote by

P (X,Y, E) = P (X|E)P (Y |X, E)P (E) (14.26)

where E is the true but unknown environment. Thus we define our metric as

dKL
B,Q = EP (x,DT )

[
DKL

(
PB(y|x,DT ) ‖ Q(y|x,DT )

)]
(14.27)

where

P (x,DT , E) = P (E)
[
T−1∏

t=0

P (Xt|E)P (Yt+1|Xt, E)
]

︸ ︷︷ ︸
P (DT |E)

[
T+τ−1∏

t=T

P (xt|E)
]

︸ ︷︷ ︸
P (x|E)

(14.28)

and P (x,DT ) marginalizes this over environments.
Unfortunately, it is usually intractable to compute the exact Bayes posterior, PB

T , so we cannot
evaluate dKL

B,Q. However, in Section 14.2.3.1, we show that

dKL
B,Q = dKL

E,Q − I(E ;y|DT ,x) (14.29)

where the second term is a constant wrt the agent, and the first term is given by

dKL
E,Q = EP (x,DT ,E) [DKL (P (y|x, E) ‖ Q(y|x,DT ))] (14.30)

= EP (y|x,E)P (x,DT ,E)

[
log

P (y|x, E)
Q(y|x,DT )

]
(14.31)

Hence if we rank agents in terms of dKL
E,Q, it will give the same results as ranking them by dKL

B,Q.
To compute dKL

E,Q in practice, we can use a Monte Carlo approximation: we just have to sample
J environments, Ej ∼ P (E), sample a training set DT from each environment, Dj

T ∼ P (DT |Ej),
and then sample N data vectors of length τ , (xj

n,y
j
n) ∼ P (XT :T+τ−1, YT+1:T+τ |Ej). We can then

compute

d̂KL
E,Q =

1

JN

J∑

j=1

N∑

n=1

[
logP (yj

n|xj
n, Ej)− logQ(yj

n|xj
n,Dj

T )
]

(14.32)

where

pjn = P (yj
n|xj

n, Ej) =
T+τ−1∏

t=T

P (Y j
n,t+1|Xj

n,t, Ej) (14.33)

qjn = Q(yj
n|xj

n,Dj
T ) =

∫
Q(yj

n|xj
n,θ)Q(θ|Dj

T )dθ (14.34)

≈ 1

M

M∑

m=1

T+τ−1∏

t=T

Q(Y j
n,t+1|Xj

n,t,θ
j
m) (14.35)

,	 (14.27)

где
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and P (x,DT ) marginalizes this over environments.
Unfortunately, it is usually intractable to compute the exact Bayes posterior, PB

T , so we cannot
evaluate dKL

B,Q. However, in Section 14.2.3.1, we show that

dKL
B,Q = dKL

E,Q − I(E ;y|DT ,x) (14.29)

where the second term is a constant wrt the agent, and the first term is given by

dKL
E,Q = EP (x,DT ,E) [DKL (P (y|x, E) ‖ Q(y|x,DT ))] (14.30)

= EP (y|x,E)P (x,DT ,E)

[
log

P (y|x, E)
Q(y|x,DT )

]
(14.31)

Hence if we rank agents in terms of dKL
E,Q, it will give the same results as ranking them by dKL

B,Q.
To compute dKL

E,Q in practice, we can use a Monte Carlo approximation: we just have to sample
J environments, Ej ∼ P (E), sample a training set DT from each environment, Dj

T ∼ P (DT |Ej),
and then sample N data vectors of length τ , (xj

n,y
j
n) ∼ P (XT :T+τ−1, YT+1:T+τ |Ej). We can then

compute

d̂KL
E,Q =

1

JN

J∑

j=1

N∑

n=1

[
logP (yj

n|xj
n, Ej)− logQ(yj

n|xj
n,Dj

T )
]

(14.32)

where

pjn = P (yj
n|xj

n, Ej) =
T+τ−1∏

t=T

P (Y j
n,t+1|Xj

n,t, Ej) (14.33)

qjn = Q(yj
n|xj

n,Dj
T ) =

∫
Q(yj

n|xj
n,θ)Q(θ|Dj

T )dθ (14.34)

≈ 1

M

M∑

m=1

T+τ−1∏

t=T

Q(Y j
n,t+1|Xj

n,t,θ
j
m) (14.35)

,	 (14.28)

а P(x, 𝒟T) – результат его маргинализации по окружениям.
К сожалению, вычислить точное байесовское апостериорное распределе-

ние  PB
T обычно невозможно, поэтому мы не можем вычислить d KL

B,Q. Однако 
в разделе 14.2.3.1 мы покажем, что
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and P (x,DT ) marginalizes this over environments.
Unfortunately, it is usually intractable to compute the exact Bayes posterior, PB

T , so we cannot
evaluate dKL

B,Q. However, in Section 14.2.3.1, we show that

dKL
B,Q = dKL
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Hence if we rank agents in terms of dKL
E,Q, it will give the same results as ranking them by dKL

B,Q.
To compute dKL

E,Q in practice, we can use a Monte Carlo approximation: we just have to sample
J environments, Ej ∼ P (E), sample a training set DT from each environment, Dj

T ∼ P (DT |Ej),
and then sample N data vectors of length τ , (xj

n,y
j
n) ∼ P (XT :T+τ−1, YT+1:T+τ |Ej). We can then

compute

d̂KL
E,Q =

1

JN

J∑

j=1

N∑

n=1

[
logP (yj

n|xj
n, Ej)− logQ(yj

n|xj
n,Dj

T )
]

(14.32)

where

pjn = P (yj
n|xj

n, Ej) =
T+τ−1∏

t=T

P (Y j
n,t+1|Xj

n,t, Ej) (14.33)

qjn = Q(yj
n|xj

n,Dj
T ) =

∫
Q(yj

n|xj
n,θ)Q(θ|Dj

T )dθ (14.34)

≈ 1

M

M∑

m=1

T+τ−1∏

t=T

Q(Y j
n,t+1|Xj

n,t,θ
j
m) (14.35)

,	 (14.29)

где второй член не зависит от агента, а первый равен

14.2. Evaluating predictive models 577

The natural performance metric is the KL between these distributions. Since this depend on the
inputs x and DT = (X0:T−1, Y1:T ), we will averaged the KL over these values, which are drawn iid
from the true data generating distribution, which we denote by

P (X,Y, E) = P (X|E)P (Y |X, E)P (E) (14.26)

where E is the true but unknown environment. Thus we define our metric as

dKL
B,Q = EP (x,DT )

[
DKL

(
PB(y|x,DT ) ‖ Q(y|x,DT )

)]
(14.27)

where

P (x,DT , E) = P (E)
[
T−1∏

t=0

P (Xt|E)P (Yt+1|Xt, E)
]

︸ ︷︷ ︸
P (DT |E)

[
T+τ−1∏

t=T

P (xt|E)
]

︸ ︷︷ ︸
P (x|E)

(14.28)
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dKL
E,Q = EP (x,DT ,E) [DKL (P (y|x, E) ‖ Q(y|x,DT ))] (14.30)

= EP (y|x,E)P (x,DT ,E)
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log

P (y|x, E)
Q(y|x,DT )

]
(14.31)

Hence if we rank agents in terms of dKL
E,Q, it will give the same results as ranking them by dKL

B,Q.
To compute dKL

E,Q in practice, we can use a Monte Carlo approximation: we just have to sample
J environments, Ej ∼ P (E), sample a training set DT from each environment, Dj
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1

JN
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j=1
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n=1

[
logP (yj

n|xj
n, Ej)− logQ(yj

n|xj
n,Dj

T )
]

(14.32)

where

pjn = P (yj
n|xj

n, Ej) =
T+τ−1∏

t=T

P (Y j
n,t+1|Xj

n,t, Ej) (14.33)

qjn = Q(yj
n|xj

n,Dj
T ) =

∫
Q(yj

n|xj
n,θ)Q(θ|Dj

T )dθ (14.34)

≈ 1

M

M∑

m=1

T+τ−1∏

t=T

Q(Y j
n,t+1|Xj

n,t,θ
j
m) (14.35)

	 (14.30)
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Hence if we rank agents in terms of dKL
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where

pjn = P (yj
n|xj

n, Ej) =
T+τ−1∏

t=T

P (Y j
n,t+1|Xj

n,t, Ej) (14.33)

qjn = Q(yj
n|xj

n,Dj
T ) =

∫
Q(yj

n|xj
n,θ)Q(θ|Dj

T )dθ (14.34)

≈ 1

M
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Q(Y j
n,t+1|Xj

n,t,θ
j
m) (14.35)

.	 (14.31)

36    Предсказательные модели: общий обзор



Поэтому если ранжировать агентов в терминах dKL
ℰ,Q, то получим те же самые 

результаты, что при ранжировании по dKL
B,Q.

Чтобы вычислить dKL
ℰ,Q на практике, можно использовать аппроксимацию 

Монте-Карло: нужно просто выбрать J окружений, ℰj ∼ P(ℰ), выбрать обучаю-
щий набор 𝒟T из каждого окружения, 𝒟j

T ∼ P(𝒟T|ℰj), а затем выбрать N векторов 
данных длины τ, (xj

n, y
j
n) ∼ P(XT:T+τ–1, YT+1:T+τ|ℰj). После этого можно вычислить
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where

pjn = P (yj
n|xj

n, Ej) =
T+τ−1∏

t=T

P (Y j
n,t+1|Xj

n,t, Ej) (14.33)

qjn = Q(yj
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n,Dj
T ) =
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n,θ)Q(θ|Dj

T )dθ (14.34)

≈ 1

M
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Q(Y j
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n,t,θ
j
m) (14.35)

,	 (14.32)

где
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inputs x and DT = (X0:T−1, Y1:T ), we will averaged the KL over these values, which are drawn iid
from the true data generating distribution, which we denote by

P (X,Y, E) = P (X|E)P (Y |X, E)P (E) (14.26)

where E is the true but unknown environment. Thus we define our metric as

dKL
B,Q = EP (x,DT )

[
DKL

(
PB(y|x,DT ) ‖ Q(y|x,DT )

)]
(14.27)

where

P (x,DT , E) = P (E)
[
T−1∏

t=0

P (Xt|E)P (Yt+1|Xt, E)
]

︸ ︷︷ ︸
P (DT |E)

[
T+τ−1∏

t=T

P (xt|E)
]

︸ ︷︷ ︸
P (x|E)

(14.28)

and P (x,DT ) marginalizes this over environments.
Unfortunately, it is usually intractable to compute the exact Bayes posterior, PB

T , so we cannot
evaluate dKL

B,Q. However, in Section 14.2.3.1, we show that

dKL
B,Q = dKL

E,Q − I(E ;y|DT ,x) (14.29)

where the second term is a constant wrt the agent, and the first term is given by

dKL
E,Q = EP (x,DT ,E) [DKL (P (y|x, E) ‖ Q(y|x,DT ))] (14.30)

= EP (y|x,E)P (x,DT ,E)

[
log

P (y|x, E)
Q(y|x,DT )

]
(14.31)

Hence if we rank agents in terms of dKL
E,Q, it will give the same results as ranking them by dKL

B,Q.
To compute dKL

E,Q in practice, we can use a Monte Carlo approximation: we just have to sample
J environments, Ej ∼ P (E), sample a training set DT from each environment, Dj

T ∼ P (DT |Ej),
and then sample N data vectors of length τ , (xj

n,y
j
n) ∼ P (XT :T+τ−1, YT+1:T+τ |Ej). We can then

compute

d̂KL
E,Q =

1

JN
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j=1

N∑
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[
logP (yj
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n|xj
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]

(14.32)
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j
m) (14.35)

,	 (14.33)
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	 (14.34)
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∫
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где θ j
m ∼ Q(θ|𝒟j

T) – выборка из апостериорного распределения окружений агента.
Выше предполагалось, что P(Y|X) известно; так будет, если мы используем 

генератор синтетических данных, как в «нейронном испытательном стенде», 
описанном в работе [Osb+21]. Если мы имеем только J эмпирических распре-
делений Pj(X, Y), то можем заменить расхождение КЛ перекрестной энтропией, 
которая отличается только аддитивной постоянной:
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where θj
m ∼ Q(θ|Dj

T ) is a sample from the agent’s posterior over the environment.
The above assumes that P (Y |X) is known; this will be the case if we use a synthetic data generator,

as in the “neural testbed” in [Osb+21]. If we just have an J empirical distributions for P j(X,Y ), we
can replace the KL with the cross entropy, which only differs by an additive constant:

dKL
E,Q = EP (x,DT ,E) [DKL (P (y|x, E) ‖ Q(y|x,DT ))] (14.36)

= EP (x,y,E) [logP (y|x, E)]
︸ ︷︷ ︸

const

−EP (x,y,DT |E)P (E) [logQ(y|x,DT )]︸ ︷︷ ︸
dCE
E,Q

(14.37)

where the latter term is just the empirical negative log likelihood (NLL) of the agent on samples
from the environment. Hence if we rank agents in terms of their NLL or cross entropy dCE

E,Q we will
get the same results as ranking them by dKL

E,Q, which will in turn give the same results as ranking
them by dKL

B,Q.
In practice we can approximate the cross entropy as follows:

d̂CE
E,Q = − 1

JN

J∑

j=1

N∑

n=1

logQ(yj
n|xj

n,Dj
T ) (14.38)

where Dj
T ∼ P j , and (xj

n,y
j
n) ∼ P j .

An alternative to estimating the KL or NLL is to evaluate the joint predictive accuracy by using it
in a downstream task. In [Osb+21], they show that good predictive accuracy (for τ > 1) correlates
with good performance on a bandit problem (see Section 34.4). In [WSG21] they show that good
predictive accuracy (for τ > 1) results in good performance on a transductive active learning task.

14.2.3.1 Proof of claim

We now prove Equation (14.29), based on [Lu+21a]. First note that

dKL
E,Q = EP (x,DT ,E)P (y|x,E)

[
log

P (y|x, E)
Q(y|x,DT )

]
(14.39)

= E
[
log

P (y|x,DT )

Q(y|x,DT )

]
+ E

[
log

P (y|x, E)
P (y|x,DT )

]
(14.40)

For the first term in Equation (14.40) we have

E
[
log

P (y|x,DT )

Q(y|x,DT )

]
=

∑
P (x,y,DT ) log

P (y|x,DT )

Q(y|x,DT )
(14.41)

=
∑

P (x,DT )
∑

P (y|x,DT ) log
P (y|x,DT )

Q(y|x,DT )
(14.42)

= EP (x,DT ) [DKL (P (y|x,DT ) ‖ Q(y|x,DT ))] = dKL
B,Q (14.43)

We now show that the second term in Equation (14.40) reduces to the mutual information. We
exploit the fact that

P (y|x, E) = P (y|DT ,x, E) =
P (E ,y|DT ,x)

P (E|DT ,x)
(14.44)

	 (14.36)
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,	 (14.37)

где последний член – просто эмпирическое отрицательное логарифмическое 
правдоподобие (NLL) агента на примерах из окружения. Следовательно, если 
мы ранжируем агентов в терминах их NLL или перекрестной энтропии dCE

ℰ,Q, то 
получим такие же результаты, как при ранжировании их по dKL

ℰ,Q, что, в свою 
очередь, дает такие же результаты, как при ранжировании их по dKL

B,Q.
На практике перекрестную энтропию можно аппроксимировать следую-

щим образом:
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где 𝒟j
T ∼ Pj и (x j

n, y
j
n) ∼ Pj.
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Альтернативой оцениванию расхождения КЛ или NLL является оценка со-
вместного предсказательного распределения путем использования его в после-
дующем задании. В работе [Osb+21] показано, что хорошая верность предсказа-
ний (для τ > 1) коррелирует с хорошим качеством на задаче о бандите (см. раз-
дел 34.4). В работе [WSG21] показано, что хорошая верность предсказаний (для 
τ > 1) ведет к хорошему качеству на задаче трансдуктивного активного обучения.

14.2.3.1. Доказательство утверждения
Теперь мы докажем формулу (14.29), следуя работе [Lu+21a]. Прежде всего от-
метим, что
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E,Q, which will in turn give the same results as ranking
them by dKL

B,Q.
In practice we can approximate the cross entropy as follows:

d̂CE
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logQ(yj
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n,Dj
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where Dj
T ∼ P j , and (xj
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n) ∼ P j .

An alternative to estimating the KL or NLL is to evaluate the joint predictive accuracy by using it
in a downstream task. In [Osb+21], they show that good predictive accuracy (for τ > 1) correlates
with good performance on a bandit problem (see Section 34.4). In [WSG21] they show that good
predictive accuracy (for τ > 1) results in good performance on a transductive active learning task.

14.2.3.1 Proof of claim

We now prove Equation (14.29), based on [Lu+21a]. First note that

dKL
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= EP (x,DT ) [DKL (P (y|x,DT ) ‖ Q(y|x,DT ))] = dKL
B,Q (14.43)

We now show that the second term in Equation (14.40) reduces to the mutual information. We
exploit the fact that

P (y|x, E) = P (y|DT ,x, E) =
P (E ,y|DT ,x)

P (E|DT ,x)
(14.44)

.	 (14.40)

Для первого члена (14.40) имеем

578 Chapter 14. Predictive models: an overview

where θj
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with good performance on a bandit problem (see Section 34.4). In [WSG21] they show that good
predictive accuracy (for τ > 1) results in good performance on a transductive active learning task.
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where the latter term is just the empirical negative log likelihood (NLL) of the agent on samples
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An alternative to estimating the KL or NLL is to evaluate the joint predictive accuracy by using it
in a downstream task. In [Osb+21], they show that good predictive accuracy (for τ > 1) correlates
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where θj
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An alternative to estimating the KL or NLL is to evaluate the joint predictive accuracy by using it
in a downstream task. In [Osb+21], they show that good predictive accuracy (for τ > 1) correlates
with good performance on a bandit problem (see Section 34.4). In [WSG21] they show that good
predictive accuracy (for τ > 1) results in good performance on a transductive active learning task.
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exploit the fact that
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P (E ,y|DT ,x)
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(14.44)

.	 (14.43)

Теперь покажем, что второй член в (14.40) сводится к взаимной информа-
ции. Воспользуемся тем, что
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where the latter term is just the empirical negative log likelihood (NLL) of the agent on samples
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An alternative to estimating the KL or NLL is to evaluate the joint predictive accuracy by using it
in a downstream task. In [Osb+21], they show that good predictive accuracy (for τ > 1) correlates
with good performance on a bandit problem (see Section 34.4). In [WSG21] they show that good
predictive accuracy (for τ > 1) results in good performance on a transductive active learning task.

14.2.3.1 Proof of claim

We now prove Equation (14.29), based on [Lu+21a]. First note that
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= EP (x,DT ) [DKL (P (y|x,DT ) ‖ Q(y|x,DT ))] = dKL
B,Q (14.43)

We now show that the second term in Equation (14.40) reduces to the mutual information. We
exploit the fact that

P (y|x, E) = P (y|DT ,x, E) =
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т. к. 𝒟T не содержит новой информации, помимо ℰ. Отсюда получаем
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Figure 14.4: Prediction set examples on Imagenet. We show three progressively more difficult examples of the
class fox squirrel and the prediction sets generated by conformal prediction. (Compare to Figure 17.9.) From
Figure 1 of [AB21]. Used with kind permission of Anastasios Angelopoulos.

since DT has no new information in beyond E . From this we get

E
[
log

P (y|x, E)
P (y|x,DT )

]
= E

[
log

P (E ,y|DT ,x)/P (E|DT ,x)

P (y|D,DT )

]
(14.45)

=
∑

P (DT ,x)
∑

P (E ,y|DT ,x) log
P (E ,y|DT ,x)

P (y|DT ,x)P (E|DT ,x)
(14.46)

= I(E ;y|DT ,x) (14.47)

Hence

dKL
E,Q = dKL

B,Q + I(E ;y|DT ,x) (14.48)

as claimed.

14.3 Conformal prediction

In this section, we briefly discuss conformal prediction [VGS05; SV08; ZFV20; AB21; KSB21;
Man22b]. This is a simple but effective way to create prediction intervals or sets with guaranteed
frequentist coverage probability from any predictive method p(y|x). This can be seen as a form
of distribution free uncertainty quantification, since it works without making assumptions
(beyond exchangeability of the data) about the true data generating process or the form of the
model.1 Our presentation is based on the excellent tutorial of [AB21].2

In conformal prediction, we start with some heuristic notion of uncertainty — such as the softmax
score for a classification problem, or the variance for a regression problem — and we use it to define
a conformal score s(x, y) ∈ R, which measures how badly the output y “conforms” to x. (Large

1. The exchangeability assumption rules out time series data, which is serially correlated. However, extensions to
conformal prediction have been developed for the time series case, see e.g., [Zaf+22]. The exchangeability assumption
also rules out distribution shift, although this has also been partially addressed.
2. See also the easy-to-use MAPIE Python library at https://mapie.readthedocs.io/en/latest/index.html, and
the list of papers at [Man22a].
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что и требовалось доказать.

38    Предсказательные модели: общий обзор



14.3. Конформное предсказание
В этом разделе  мы кратко обсудим конформное предсказание [VGS05; 
SV08; ZFV20; AB21; KSB21; Man22b]. Это простой, но эффективный способ 
создания интервалов или наборов предсказаний с гарантированной частот-
ной вероятностью покрытия из любого метода предсказания p(y|x). Его мож-
но рассматривать как форму количественного выражения неопределен-
ности, не зависящую от распределения, поскольку он не делает никаких 
предположений (кроме перестановочности данных) об истинном процессе, 
порождающем данные, или о форме модели1. Наше изложение основано на 
прекрасном пособии [AB21]2.

При конформном предсказании мы начинаем с некоторого эвристического 
понятия неопределенности, например оценки softmax для задачи классифика-
ции или дисперсии для задачи регрессии, и используем ее, чтобы определить 
конформную оценку s(x, y) ∊ ℝ, измеряющую, насколько плохо выход y соот-
ветствует («конформен») x. (Большие значения оценки маловероятны, поэтому 
лучше считать, что это оценка неконформности.) Затем эта оценка применяет-
ся к калибровочному набору из n помеченных примеров, которые не исполь-
зовались во время обучения f, чтобы получить S = {si = s(xi, yi) : i = 1 : n}3. Поль-
зователь задает желательный доверительный порог α, скажем 0.1, после чего 
вычисляется (1 – α)-й квантиль q̂  множества S. (На самом деле следует заменить 

1 – α величиной 
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values of the score are less likely, so it is better to think of it as a non-conformity score.) Next we
apply this score to a calibration set of n labeled examples, that was not used to train f , to get
S = {si = s(xi, yi) : i = 1 : n}.3 The user specifies a desired confidence threshold α, say 0.1, and we
then compute the (1 − α) quantile q̂ of S. (In fact, we should replace 1 − α with �(n+1)(1−α)�

n , to
account for the finite size of S.) Finally, given a new test input, xn+1, we compute the prediction set
to be

T (xn+1) = {y : s(xn+1, y) ≤ q̂} (14.49)

Intuitively, we include all the outputs y that are plausible given the input. See Figure 14.4 for an
illustration.

Remarkably, one can show the following general result

1− α ≤ P ∗(yn+1 ∈ T (xn+1)) ≤ 1− α+
1

n+ 1
(14.50)

where the probability is wrt the true distribution P ∗(xn+1, yn+1). We say that the prediction set has
a coverage level of 1− α. This holds for any value of n ≥ 1 and α ∈ [0, 1]. The only assumption is
that the values (xi, yi) are exchangeable, and hence the calibration scores si are also exchangeable.

To see why this is true, let us sort the scores so s1 < · · · sn, so q̂ = si, where i = �(n+1)(1−α)�
n . (We

assume the scores are distinct, for simplicity.) The score sn+1 is equally likely to fall in anywhere
between the calibration points s1, . . . , sn, since the points are exchangeable. Hence

P ∗(sn+1 ≤ sk) =
k

n+ 1
(14.51)

for any k ∈ {1, . . . , n+ 1}. The event {yn+1 ∈ T (xn+1)} is equivalent to {sn+1 ≤ q̂}. Hence

P ∗(yn+1 ∈ T (xn+1)) = P ∗(sn+1 ≤ q̂) =
�(n+ 1)(1− α)�

n+ 1
≥ 1− α (14.52)

For the proof of the upper bound, see [Lei+18].
Although this result may seem like a “free lunch”, it is worth noting that we can always achieve

a desired coverage level by defining the prediction set to be all possible labels. In this case, the
prediction set will be independent of the input, but it will cover the true label 1− α of the time. To
rule out some degenerate cases, we seek prediction sets that are as small as possible (although we
allow for the set to be larger for harder examples), while meeting the coverage requirement. Achieving
this goal requires that we define suitable conformal scores. Below we give some examples of how
to compute conformal scores s(x, y) for different kinds of problem.4 It is also important to note
that the coverage guarantees are frequentist in nature, and refer to average behavior, rather than
representing per-instance uncertainty, as in the Bayesian approach.

3. Using a calibration set is called split conformal prediction. If we don’t have enough data to adopt this
splitting approach, we can use full conformal prediction [VGS05], which requires fitting the model n times using a
leave-one-out type procedure.
4. It is also possible to learn conformal scores in an end-to-end way, jointly with the predictive model, as discussed in
[Stu+22].

, чтобы учесть конечность размера S.) Наконец, по-
лучив новый тестовый вход xn+1, мы вычисляем набор предсказаний
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.	 (14.49)

Интуитивно понятно, что мы включаем все выходы y, правдоподобные при 
заданном входе. См. иллюстрацию на рис. 14.4.

Удивительно, что можно доказать следующий общий результат
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,	 (14.50)

где вероятность берется относительно истинного распределения P*(xn+1, yn+1). 
Говорят, что набор предсказаний имеет уровень покрытия 1 – α. Это верно 
для любого n ≥ 1 и α ∊ [0, 1]. Единственное предположение – перестановочность 
значений (xi, yi), а следовательно, и калибровочных оценок si.

1	 Предположение о  перестановочности исключает данные из временных рядов, по-
тому что они последовательно коррелированы. Однако были разработаны обобще-
ния конформного предсказания на случай временных рядов, см., например, [Zaf+22]. 
Кроме того, предположение о перестановочности исключает дрейф распределения, 
хотя и эта проблема частично решена.

2	 См. также простую в использовании библиотеку MAPIE, написанную на Python, по 
адресу https://mapie.readthedocs.io/en/latest/index.html и список статей в работе [Man22a].

3	 Использование калибровочного набора называется расщепленным конформным 
предсказанием (англ. split conformal prediction). Если данных недостаточно для та-
кого подхода с расщеплением, то используется полное конформное предсказание 
[VGS05], для которого необходимо обучать модель n раз, применяя процедуру исклю-
чения по одному.
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https://mapie.readthedocs.io/en/latest/index.html


Рис. 14.4. Примеры из набора предсказаний в Imagenet. Показаны три примера увеличива-
ющейся трудности из класса «черная белка» и наборы предсказаний, сгенерированные ме-
тодом конформного предсказания. (Сравните с рис. 17.9.) На основе рис. 1 из работы [AB21]. 

Печатается с разрешения Анастасиоса Ангелопулоса

Чтобы понять, почему это верно, отсортируем оценки: s1 < … < sn, так что 
q̂   =  si, где i  = [d(n+1)(1–α)]/n. (Для простоты предполагается, что оценки раз-
личны.) Оценка sn+1 с одинаковой вероятностью попадает между любой парой 
калибровочных точек s1, …, sn, т. к. эти точки перестановочны. Поэтому
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to be
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where the probability is wrt the true distribution P ∗(xn+1, yn+1). We say that the prediction set has
a coverage level of 1− α. This holds for any value of n ≥ 1 and α ∈ [0, 1]. The only assumption is
that the values (xi, yi) are exchangeable, and hence the calibration scores si are also exchangeable.

To see why this is true, let us sort the scores so s1 < · · · sn, so q̂ = si, where i = �(n+1)(1−α)�
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assume the scores are distinct, for simplicity.) The score sn+1 is equally likely to fall in anywhere
between the calibration points s1, . . . , sn, since the points are exchangeable. Hence
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for any k ∈ {1, . . . , n+ 1}. The event {yn+1 ∈ T (xn+1)} is equivalent to {sn+1 ≤ q̂}. Hence

P ∗(yn+1 ∈ T (xn+1)) = P ∗(sn+1 ≤ q̂) =
�(n+ 1)(1− α)�

n+ 1
≥ 1− α (14.52)

For the proof of the upper bound, see [Lei+18].
Although this result may seem like a “free lunch”, it is worth noting that we can always achieve

a desired coverage level by defining the prediction set to be all possible labels. In this case, the
prediction set will be independent of the input, but it will cover the true label 1− α of the time. To
rule out some degenerate cases, we seek prediction sets that are as small as possible (although we
allow for the set to be larger for harder examples), while meeting the coverage requirement. Achieving
this goal requires that we define suitable conformal scores. Below we give some examples of how
to compute conformal scores s(x, y) for different kinds of problem.4 It is also important to note
that the coverage guarantees are frequentist in nature, and refer to average behavior, rather than
representing per-instance uncertainty, as in the Bayesian approach.

3. Using a calibration set is called split conformal prediction. If we don’t have enough data to adopt this
splitting approach, we can use full conformal prediction [VGS05], which requires fitting the model n times using a
leave-one-out type procedure.
4. It is also possible to learn conformal scores in an end-to-end way, jointly with the predictive model, as discussed in
[Stu+22].

	 (14.51)

для любых k  ∊ {1, …, n  + 1}. Событие {yn+1  ∊  𝒯(xn+1)} эквивалентно {sn+1 ≤ q̂ }. 
Следовательно,
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.	 (14.52)

Доказательство верхней границы см. в работе [Lei+18].
Хотя этот результат может показаться «бесплатным завтраком», стоит отме-

тить, что мы всегда можем добиться желаемого уровня покрытия, определив 
в качестве набора предсказаний все возможные метки. В таком случае набор 
предсказаний не будет зависеть от входа, но будет покрывать истинную метку 
в 1 – α случаев. Чтобы исключить некоторые вырожденные случаи, мы ищем 
как можно меньшие наборы предсказаний (хотя допускаем большие наборы 
для трудных примеров), удовлетворяющие требованию покрытия. Для до-
стижения этой цели необходимо определить подходящие конформные оцен-
ки. Ниже приведено несколько примеров вычисления конформных оценок 
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s(x, y) для задач разного рода1. Важно также отметить, что гарантии покрытия 
по природе своей частотные и относятся к среднему поведению, а не представ-
ляют неопределенность на уровне экземпляра, как при байесовском подходе.

14.3.1. Конформализация классификации
Самый простой способ применить конформное предсказание к многоклассо-
вой классификации – вывести конформную оценку из оценки softmax, назна-
ченной метке, по формуле s(x, y) = 1 – f(x)y, так чтобы большие значения счита-
лись менее вероятными, чем малые. Порог q̂  вычисляется, как описано выше, 
после чего мы определяем набор предсказаний как 𝒯(x) = {y : f(x)y ≥ 1 – q̂ }, что 
соответствует формуле (14.49). То есть мы берем набор всех меток класса выше 
заданного порога, как показано на рис. 14.4.

Хотя описанный выше подход порождает наборы предсказаний наимень-
шего возможного среднего размера (как доказано в  работе [SLW19]), размер 
набора обычно оказывается слишком большим для легких примеров и слиш-
ком малым для трудных. Далее мы представим улучшенный метод, решающий 
эту проблему; он называется «адаптивные наборы предсказаний» и описан 
в работе [RSC20]. Идея проста: мы сортируем все оценки softmax, f(x)c для c = 1 : 
C и получаем перестановку π1:C, а затем определяем s(x, y) как сумму оценок до 

достижения метки y: 
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(a) (b) (c)

Figure 14.5: (a) Illusration of adaptive prediction set. From Figure 5 of [AB21]. Used with kind permission
of Anastasios Angelopoulos. (b) Illustrate of conformalized quantile regression. From Figure 6 of [AB21].
Used with kind permission of Anastasios Angelopoulos. (c) Illustration of pinball loss function.

14.3.1 Conformalizing classification

The simplest way to apply conformal prediction to multiclass classification is to derive the conformal
score from the softmax score assigned to the label using s(x, y) = 1 − f(x)y, so large values are
considered less likely than small values. We compute the threshold q̂ as described above, and then we
define the prediction set to be T (x) = {y : f(x)y ≥ 1− q̂}, which matches Equation (14.49). That is,
we take the set of all class labels above the specified threshold, as illustrated in Figure 14.4.

Although the above approach produces prediction sets with the smallest average size (as proved in
[SLW19]), the size of the set tends to be too large for easy examples and too small for hard examples.
We now present an improved method, known as adaptive prediction sets, due to [RSC20], which
solves this problem. The idea is simple: we sort all the softmax scores, f(x)c for c = 1 : C, to get
permutation π1:C , and then we define s(x, y) to be the cumulative sum of the scores up until we
reach label y: s(x, y) =

∑k
c=1 f(x)πj

, where k = πy. We now compute q̂ as before, and define the
prediction set T (x) to be the set of all labels, sorted in order of decreasing probability, until we
cover q̂ of the probability mass. See Figure 14.5a for an illustration. This uses all the softmax scores
output by the model, rather than just the top score, which accounts for its improved performance.

14.3.2 Conformalizing regression

In this section, we consider conformalized regression problems. Since now y ∈ R, computing the
prediction set in Equation (14.49) is expensive, so instead we will compute a prediction interval,
specified by a lower and upper bound.

14.3.2.1 Conformalizing quantile regression

In this section, we use quantile regression to compute the lower and upper bounds. We first fit
a function of the form tγ(x), which predicts the γ quantile of the pdf P (Y |x). For example, if we
set γ = 0.5, we get the median. If we use γ = 0.05 and γ = 0.95, we can get an approximate 90%
prediction interval using [t0.05(x), t0.95(x)], as illustrated by the gray lines in Figure 14.5b. To fit
the quantile regression model, we just replace squared loss with the quantile loss, also called the
pinball loss, which is defined as

�γ(y, t̂) = (y − t̂)γI
(
y > t̂

)
+ (t̂− y)(1− γ)I

(
y < t̂

)
(14.53)

, где k = πy. Теперь вычисляем q̂ , как 
и раньше, и определяем набор предсказаний 𝒯(x) как множество всех меток, 
отсортированное в порядке убывания вероятностей, пока не покроем долю q̂  
массы вероятности. См. иллюстрацию на рис. 14.5(a). Здесь используются все 
оценки softmax, выведенные моделью, а не только самая верхняя, и именно 
поэтому качество оказывается лучше.

14.3.2. Конформализация регрессии
В этом разделе мы рассмотрим конформализованные задачи регрессии. По-
скольку теперь y ∊ ℝ, вычисление набора предсказаний в формуле (14.49) об-
ходится дорого, поэтому взамен мы будем вычислять интервал предсказаний, 
определяемый нижней и верхней границами.

14.3.2.1. Конформализация квантильной регрессии
В этом разделе мы воспользуемся квантильной регрессией для вычисления 
нижней и верхней границ. Сначала обучим функцию вида tγ(x), предсказыва-
ющую квантиль функции плотности вероятности P(Y|x). Например, если по-
ложить γ = 0.5, то получим медиану. Если взять γ = 0.05 и γ = 0.95, то получим 
приближенно 90%-ный интервал предсказаний [t0.05(x), t0.95(x)], показанный се-
рыми линиями на рис. 14.5(b). Чтобы обучить модель квантильной регрессии, 
мы просто заменим квадратичную потерю квантильной потерей, которая 
еще называется пинбольной и определяется следующим образом:
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(a) (b) (c)

Figure 14.5: (a) Illusration of adaptive prediction set. From Figure 5 of [AB21]. Used with kind permission
of Anastasios Angelopoulos. (b) Illustrate of conformalized quantile regression. From Figure 6 of [AB21].
Used with kind permission of Anastasios Angelopoulos. (c) Illustration of pinball loss function.

14.3.1 Conformalizing classification

The simplest way to apply conformal prediction to multiclass classification is to derive the conformal
score from the softmax score assigned to the label using s(x, y) = 1 − f(x)y, so large values are
considered less likely than small values. We compute the threshold q̂ as described above, and then we
define the prediction set to be T (x) = {y : f(x)y ≥ 1− q̂}, which matches Equation (14.49). That is,
we take the set of all class labels above the specified threshold, as illustrated in Figure 14.4.

Although the above approach produces prediction sets with the smallest average size (as proved in
[SLW19]), the size of the set tends to be too large for easy examples and too small for hard examples.
We now present an improved method, known as adaptive prediction sets, due to [RSC20], which
solves this problem. The idea is simple: we sort all the softmax scores, f(x)c for c = 1 : C, to get
permutation π1:C , and then we define s(x, y) to be the cumulative sum of the scores up until we
reach label y: s(x, y) =

∑k
c=1 f(x)πj

, where k = πy. We now compute q̂ as before, and define the
prediction set T (x) to be the set of all labels, sorted in order of decreasing probability, until we
cover q̂ of the probability mass. See Figure 14.5a for an illustration. This uses all the softmax scores
output by the model, rather than just the top score, which accounts for its improved performance.

14.3.2 Conformalizing regression

In this section, we consider conformalized regression problems. Since now y ∈ R, computing the
prediction set in Equation (14.49) is expensive, so instead we will compute a prediction interval,
specified by a lower and upper bound.

14.3.2.1 Conformalizing quantile regression

In this section, we use quantile regression to compute the lower and upper bounds. We first fit
a function of the form tγ(x), which predicts the γ quantile of the pdf P (Y |x). For example, if we
set γ = 0.5, we get the median. If we use γ = 0.05 and γ = 0.95, we can get an approximate 90%
prediction interval using [t0.05(x), t0.95(x)], as illustrated by the gray lines in Figure 14.5b. To fit
the quantile regression model, we just replace squared loss with the quantile loss, also called the
pinball loss, which is defined as

�γ(y, t̂) = (y − t̂)γI
(
y > t̂

)
+ (t̂− y)(1− γ)I

(
y < t̂

)
(14.53),	 (14.53)

1	 Можно также обучать конформные оценки «сквозняком», совместно с  предсказа-
тельной моделью, как обсуждается в работе [Stu+22].
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где y – истинный выход, а t̂  – предсказанное значение в квантиле γ. См. иллюст­
рацию на рис. 14.5(c).

(b)

(c)

(a)

Рис. 14.5. (a) Иллюстрация адаптивного набора предсказаний. На основе рис. 5 из работы 
[AB21]. Печатается с разрешения Анастасиоса Ангелопулоса; (b) иллюстрация конформали-
зованной квантильной регрессии. На основе рис. 6 из работы [AB21]. Печатается с разреше-

ния Анастасиоса Ангелопулоса; (c) пинбольная функция потерь

Квантили регрессии составляют лишь приблизительно 90%-ный интервал, 
потому что модель может не соответствовать истинному распределению. Од-
нако мы можем исправить это, воспользовавшись конформным предсказани-
ем. А именно определим конформную оценку:

582 Chapter 14. Predictive models: an overview

where y is the true output and t̂ is the predicted value at quantile γ. See Figure 14.5c for an
illustration.

The regression quantiles are only approximately a 90% interval because the model may be
mismatched to the true distribution. However we can use conformal prediction to fix this. In
particular, let us define the conformal score to be

s(x, y) = max
(
t̂α/2(x)− y, y − t̂α/2(x)

)
(14.54)

In other words, s(x, y) is a positive measure of how far the value y is outside the prediction interval,
or is a negative measure if y is inside the prediction interval. We compute q̂ as before, and define the
conformal prediction interval to be

T (x) = [t̂α/2(x)− q̂, t̂α/2(x) + q̂] (14.55)

This makes the quantile regression interval wider if q̂ is positive (if the base method was overconfident),
and narrower if q̂ is negative (if the base method was underconfident). See Figure 14.5b for an
illustration. This approach is called conformalized quantile regression or CQR [RPC19].

14.3.2.2 Conformalizing predicted variances

There are many ways to define uncertainty scores u(x), such as the predicted standard deviation,
from which we can derive a prediction interval using

T (x) = [f(x)− u(x)q̂, f(x) + u(x)q̂] (14.56)

Here q̂ is derived from the quantiles of the following conformal scores

s(x, y) =
|y − f(x)|

u(x)
(14.57)

The interval produced by this method tends to be wider than the one computed by CQR, since it
extends an equal amount above and below the predicted value f(x). In addition, the uncertainty
measure u(x) may not scale properly with α. Nevertheless, this is a simple post-hoc method that
can be applied to many regression methods without needing to retrain them.

.	 (14.54)

Иными словами, s(x, y)  – положительная мера того, насколько значение 
y выходит за пределы интервала предсказания. Мы вычисляем q̂ , как и раньше, 
и определяем интервал конформного предсказания как
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particular, let us define the conformal score to be

s(x, y) = max
(
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)
(14.54)

In other words, s(x, y) is a positive measure of how far the value y is outside the prediction interval,
or is a negative measure if y is inside the prediction interval. We compute q̂ as before, and define the
conformal prediction interval to be

T (x) = [t̂α/2(x)− q̂, t̂α/2(x) + q̂] (14.55)

This makes the quantile regression interval wider if q̂ is positive (if the base method was overconfident),
and narrower if q̂ is negative (if the base method was underconfident). See Figure 14.5b for an
illustration. This approach is called conformalized quantile regression or CQR [RPC19].

14.3.2.2 Conformalizing predicted variances

There are many ways to define uncertainty scores u(x), such as the predicted standard deviation,
from which we can derive a prediction interval using

T (x) = [f(x)− u(x)q̂, f(x) + u(x)q̂] (14.56)

Here q̂ is derived from the quantiles of the following conformal scores

s(x, y) =
|y − f(x)|

u(x)
(14.57)

The interval produced by this method tends to be wider than the one computed by CQR, since it
extends an equal amount above and below the predicted value f(x). In addition, the uncertainty
measure u(x) may not scale properly with α. Nevertheless, this is a simple post-hoc method that
can be applied to many regression methods without needing to retrain them.

.	 (14.55)

Это делает интервал квантильной регрессии шире, если q̂  положительно 
(если базовый метод был чрезмерно уверенным), и уже, если q̂  отрицательно 
(базовый метод был излишне неуверенным). См. иллюстрацию на рис. 14.5(b). 
Данный подход называется конформализованной квантильной регрессией 
(англ. conformalized quantile regression – CQR) [RPC19].

14.3.2.2. Конформализация предсказанных дисперсий
Существует много способов определить оценки неопределенности u(x), напри-
мер предсказанное стандартное отклонение, из которого можно вывести ин-
тервал предсказаний по формуле
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where y is the true output and t̂ is the predicted value at quantile γ. See Figure 14.5c for an
illustration.

The regression quantiles are only approximately a 90% interval because the model may be
mismatched to the true distribution. However we can use conformal prediction to fix this. In
particular, let us define the conformal score to be

s(x, y) = max
(
t̂α/2(x)− y, y − t̂α/2(x)

)
(14.54)

In other words, s(x, y) is a positive measure of how far the value y is outside the prediction interval,
or is a negative measure if y is inside the prediction interval. We compute q̂ as before, and define the
conformal prediction interval to be

T (x) = [t̂α/2(x)− q̂, t̂α/2(x) + q̂] (14.55)

This makes the quantile regression interval wider if q̂ is positive (if the base method was overconfident),
and narrower if q̂ is negative (if the base method was underconfident). See Figure 14.5b for an
illustration. This approach is called conformalized quantile regression or CQR [RPC19].

14.3.2.2 Conformalizing predicted variances

There are many ways to define uncertainty scores u(x), such as the predicted standard deviation,
from which we can derive a prediction interval using

T (x) = [f(x)− u(x)q̂, f(x) + u(x)q̂] (14.56)

Here q̂ is derived from the quantiles of the following conformal scores

s(x, y) =
|y − f(x)|

u(x)
(14.57)

The interval produced by this method tends to be wider than the one computed by CQR, since it
extends an equal amount above and below the predicted value f(x). In addition, the uncertainty
measure u(x) may not scale properly with α. Nevertheless, this is a simple post-hoc method that
can be applied to many regression methods without needing to retrain them.

.	 (14.56)

Здесь q̂  выведено из квантилей следующих конформных оценок:
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where y is the true output and t̂ is the predicted value at quantile γ. See Figure 14.5c for an
illustration.

The regression quantiles are only approximately a 90% interval because the model may be
mismatched to the true distribution. However we can use conformal prediction to fix this. In
particular, let us define the conformal score to be

s(x, y) = max
(
t̂α/2(x)− y, y − t̂α/2(x)

)
(14.54)

In other words, s(x, y) is a positive measure of how far the value y is outside the prediction interval,
or is a negative measure if y is inside the prediction interval. We compute q̂ as before, and define the
conformal prediction interval to be

T (x) = [t̂α/2(x)− q̂, t̂α/2(x) + q̂] (14.55)

This makes the quantile regression interval wider if q̂ is positive (if the base method was overconfident),
and narrower if q̂ is negative (if the base method was underconfident). See Figure 14.5b for an
illustration. This approach is called conformalized quantile regression or CQR [RPC19].

14.3.2.2 Conformalizing predicted variances

There are many ways to define uncertainty scores u(x), such as the predicted standard deviation,
from which we can derive a prediction interval using

T (x) = [f(x)− u(x)q̂, f(x) + u(x)q̂] (14.56)

Here q̂ is derived from the quantiles of the following conformal scores

s(x, y) =
|y − f(x)|

u(x)
(14.57)

The interval produced by this method tends to be wider than the one computed by CQR, since it
extends an equal amount above and below the predicted value f(x). In addition, the uncertainty
measure u(x) may not scale properly with α. Nevertheless, this is a simple post-hoc method that
can be applied to many regression methods without needing to retrain them.

.	 (14.57)

Интервал, порождаемый этим методом, обычно оказывается шире вычис-
ленного методом CQR, потому что распространяется на одинаковую величину 
выше и ниже предсказанного значения f(x). Кроме того, мера неопределенно-
сти u(x) может плохо масштабироваться с ростом α. Тем не менее это простой 
ретроспективный метод, применимый ко многим методам регрессии без не-
обходимости переобучения.
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